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第1章 海洋における傾圧渦の輸送の
表現

1.1 はじめに

全球的な海洋循環の計算や気候計算に用いられる海洋大循環モデルでは, 傾圧不
安定によって生じる渦 (水平スケール O(100 km))は陽に解像することが難しいた
めに, パラメタリゼーションされる. 一般的に, そのパラメータ化手法として等密
度面混合スキーム (Redi, 1982)とGMスキーム (Gent and Mcwilliams, 1990)が使
われることが多い. 本ノートの目的は, これらのパラメタリゼーションの理論的基
礎をまとめ, 等密度面混合スキームや GMスキームの理解を深めることである. そ
のために, Vallis (2006)に習って, 海洋における傾圧渦による流体の性質の輸送を
定式化し, その解釈を行う.

海洋の傾圧渦の輸送の効果は, トレサー (塩分や温位)の時間発展式に拡散項を
加えることによって表現される. そのため, この拡散項の拡散係数をどのように表
現するかが, 傾圧渦の輸送の効果を表現する上で重要である. はじめに, 拡散項の
一般的な表現を得るために, 拡散係数テンソルを導入する. 次に, 等密度面混合や
傾圧不安定をパラメータ化するときの拡散テンソルの形式を導く.

1.2 拡散係数テンソル

分子拡散の効果を除いて自由に時間発展するトレサーは,

dϕ

dt
= ∇ · (κm∇ϕ)) (1.2.1)

に従う. ここで, κmは分子拡散係数であり, 正のスカラー量である. より一般的
には,

dϕ

dt
= −∇ · F = ∇ ·K∇ϕ (1.2.2)
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と書かれる. ここで,Kは (ϕがスカラーであれば)2階テンソルであり, F = −K∇ϕ
は ϕの拡散フラックスである. そのフラックスは, ϕの等値面を横切る成分 (拡散
フラックスと呼ばれる)と, 沿う成分 (スキューフラックスと呼ばれる)をもつ. こ
れらのフラックスはそれぞれ, 拡散係数フラックスの対称成分Kと反対称成分A
に関係している. ここで,

K = S +A (1.2.3)

であり, 成分表示を用いて,

Smn =
1

2
(Kmn +Knm), Amn =

1

2
(Kmn −Knm) (1.2.4)

である. 反対称テンソルの対角要素は, ゼロである. これらの二種類のテンソルに
よってもたらされる輸送は, 異なる物理的特徴をもつことを以下で述べる.

1.2.1 対称テンソルによる輸送 (拡散)

最も簡単な例

最も簡単な場合は媒質が等方的な場合であり, このときKは対角的かつ要素の
値は同じである. すなわち,

K = S

κ 0 0

0 κ 0

0 0 κ

 (1.2.5)

と書かれ, よく知られた F = −κ∇ϕを得る. したがって, (1.2.2)は (1.2.1)と同じ
形式をもつ. もし κが正ならば, そのときフラックスはたとえ κが空間非一様で
あっても, 勾配下向き (downgradient)である. すなわち,

F · ∇ϕ ≤ 0. (1.2.6)

さらに, そのような拡散は分散が散逸する. それを確かめるために, 運動方程式
∂ϕ

∂t
= ∇ · (κ∇ϕ) (1.2.7)

を考えよう. 両辺に ϕを掛けて領域 V に渡って積分し, 部分積分を実行すると,

1

2

d

dt

∫
V

ϕ2 dV =

∫
V

∫
V

F · ∇ϕ dV = −κ(∇ϕ)2 ≤ 0 (1.2.8)

を得る. ここで, ϕ物質の境界を横切るフラックスは存在しないことを仮定した. し
かし, 拡散は場の一次モーメントを保存する. すなわち,

d

dt

∫
ϕ dV =

∫
V

∇ · (κ∇ϕ) dV = 0 (1.2.9)

である. ここで, 再び境界を横切るフラックスはゼロであることを仮定した.
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一般化

対称な拡散係数テンソルがもたらす輸送は, 拡散フラックス

F d = −S∇ϕ = −Smn∂nϕ (1.2.10)

である. ここで, 添え字に対してアインシュタイン縮約規則を適用するものとする.

一般的に, フラックスF dはトレサーの勾配と平行な成分をもつ. 簡単化のために,

∂ϕ

∂t
= −∇ · F d = ∇ · (S∇ϕ) (1.2.11)

なる運動方程式を考えよう. この方程式は, 境界を横切るフラックスが存在しなけ
れば, ϕの一次モーメントを保存する. トレサーの分散は,

1

2

d

dt

∫
V

ϕ2 dV =

∫
V

ϕ∇ · (S∇ϕ) dV = −
∫
V

(S∇ϕ) · ∇ϕ dV (1.2.12)

によって時間発展する. これは, Sが半正定値, すなわち

∇ϕS∇ϕ = ∂mϕSmn∂nϕ ≥ 0 (1.2.13)

であるならば, 右辺は負もしくはゼロであることが示される. またこのとき, その
ような拡散がもたらすフラックスは,

F d · ∇ϕ = −S∇ϕ · ∇ϕ ≤ 0 (1.2.14)

という意味で勾配下向きである.

1.2.2 スキューフラックスによる輸送

反対称テンソルと関係した輸送は, ϕの勾配と直交する. すなわち, 勾配上向き
でも勾配下向きでもない. そのフラックスは,

F sk = −A∇ϕ = −Amn∂nϕ (1.2.15)

であり, よって,

F sk · ∇ϕ = −A∇ϕ · ∇ϕ = −Amn∂nϕ∂mϕ = 0 (1.2.16)

である. ここで, 最後の等号において, Aの反対称性 (対称テンソルと反対称テン
ソルの縮約はゼロ)を用いた*1. この理由により, 反対称テンソルと関係した輸送

*1Amn(∂nϕ∂m)において, カッコ内が対称テンソルであることに注意して Smn とおけば,

AmnSmn = −AnmSnm = −AmnSmn

となり, AmnSmn = 0を得る.
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は, スキューフラックスやスキュー拡散と呼ばれる. 前者はトレサーの勾配に垂直
なフラックスに一般的に用いられる用語であり, 後者はスキューフラックスが反対
称的な拡散係数を用いてパラメータ化されるときに用いられる用語である. この
ことから, 今トレサーが

∂ϕ

∂t
= ∇ · (A∇ϕ) (1.2.17)

に従うならば, 両辺に ϕを掛け部分積分を実行すれば, トレサーの分散が保存する
ことが示される. ただし, 境界でフラックスがゼロであることを仮定した. つまり,

スキュー拡散は変数の分散に影響を及ぼさない. 非発散流による移流は, この性質
を同じようにもつ物理的過程である. スキュー拡散はそのような移流と物理的に
等価であり, そこではスキュー拡散フラックスの発散は, 適切に選択された移流フ
ラックスの発散と同じである. そのことを以下で述べる.

今,

F ad ≡ ṽϕ (1.2.18)

なる形式のフラックスを, トレサー ϕの移流フラックスとして定義する. ここで, ṽ

は非発散なベクトル場である. このフラックスの発散は, 単に,

∇ · F ad = ṽ · ∇ϕ (1.2.19)

である. 場 ṽは擬速度あるいは準速度と呼ばれるだろう. それは速度のように作用
するが, どの流体粒子の速度である必要は無い. ṽは非発散であるので,

ṽ = ∇×ψ (1.2.20)

となるような, ベクトルの流線関数ψを定義することができる. 場ψは一意では
ない. 任意関数の勾配をψに付け加えてもよい. つまり, もしψ′ = ψ +∇γであ
るならば, このとき, ṽ = ∇×ψ = ∇×ψ′となるからである. スカラー場 γはゲー
ジと呼ばれ, その選択の自由度はゲージの自由度である.

移流フラックスF adは, スキューフラックスF skと以下の式によって関係付けら
れる.

ϕṽ = ϕ∇×ψ = ∇× (ϕψ)−∇ϕ×ψ, (1.2.21)

もしくは,

F ad = F r + F sk. (1.2.22)

ここで, F r = ∇× (ϕψ)は, 発散を伴わない回転のフラックスである. また,

F sk = −∇ϕ×ψ (1.2.23)

は, スキューフラックスである. ∇ · F r = 0であるので,

∇ · F ad = ∇ · F sk (1.2.24)
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である. スキューフラックス−∇ϕ×ψと移流フラックス ϕ∇×ψは, 一般的には
異なる大きさや向きを持つことに注意する必要がある. 等しいのはそれらの発散
のみである. もし (1.2.15),(1.2.23)で与えられるスキューフラックスの発散が同じ
であるならば, そのときψは反対称テンソルAと関係付けられなければならない.

(1.2.15)を用いて,

∇ · F sk = −∂m(Amn∂nϕ)

= −(∂nϕ)(∂mAmn)− [Amn∂n∂mϕ]

= −∂n(ϕ∂mAmn) + [ϕ∂n∂mAmn]

(1.2.25)

を得る. ここで,角括弧内の量はAの反対称性によりゼロである. しかし,スキュー
フラックスの発散は移流フラックスの発散と等しい. すなわち,

∇ · F sk = ∇ · F ad = ∂n(ϕṽn) (1.2.26)

であるので, Aと関係するスキュー速度は,

ṽn = −∂mAmn (1.2.27)

によって与えられる. この速度は, ∂n∂mAmn = 0であるので, 非発散である.

ṽn = ϵnlm∂lψm (1.2.28)

であることと (1.2.27)を用いれば, 反対称テンソル Amnとスキュー速度 ṽの流線
関数の間の関係は,

Amn = ϵmnpψp =

 0 ψ3 −ψ2

−ψ3 0 ψ1

ψ2 −ψ1 0

 (1.2.29)

と得られる.

1.2.3 本節のまとめ

• どのようなフラックスもスカラーの等値面を横切る成分 (拡散フラックス)と
沿う成分 (スキューフラックス)に分割することができる.

• 拡散フラックス (たいてい勾配下向き)は, 対称拡散係数テンソルを用いた拡
散によってもたらされる.

• スキューフラックスは, 反対称拡散係数テンソルを用いた拡散によってもた
らされ, これはある非発散速度による移流と等価である.
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• もし拡散係数が正であるならば, 拡散フラックスはトレサーの分散を減少さ
せる (その場合, その拡散は勾配下向きである). 一方, スキュー拡散は分散に
影響を及ぼさない.

次節で, これらの全てが, (大気や)海洋の大規模な流れにどのように関連している
かについて考えることにする.

1.3 海洋における渦拡散

1.3.1 準備

今,
dϕ

dt
= ∇ · (κm∇ϕ) (1.3.30)

なる方程式に従う, トレサー ϕを考える. ここで, κmは分子拡散係数である. もし
移流速度が非発散であるならば, アンサンブル平均した方程式は, 分子拡散を無視
するとき,

dϕ

dt
= −∇ · v′ϕ′ (1.3.31)

となる. 渦輸送を拡散によってパラメータ化するならば, そのとき,

F = v′ϕ′ = −K∇ϕ (1.3.32)

と書ける. ここで, Kは一般に二階テンソルである. もし渦による項を拡散によっ
てパラメータ化するならば, 生じる問題は次の二点である.

• 渦拡散係数の大きさ. 可能性としては, 平均流の関数である.

• 拡散係数テンソルの構造. 特に, 拡散テンソルの対称部分と反対称部分の分
離構造.

1.3.2 渦拡散係数の大きさ

今, トレサーの性質の南北輸送によるモーメントに注意を限定する.

v′ϕ′ = −κvy ∂ϕ̄
∂y

− κvz
∂ϕ̄

∂z
. (1.3.33)
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ここで, κvy, κvzは渦拡散係数テンソルの成分である. これらの成分は, 長さ×速度
の次元をもつ. 拡散が渦の運動を表現する限り, κvyの近似的な大きさは,

κ ∼ v′l′ (1.3.34)

であることが期待される. ここで, v′は渦の水平速度の典型的な大きさである. ま
た, l′は渦の混合長であり, 一般的に渦の典型的な長さスケールが取られる. スケー
ルが大きい渦ほど, また大きなエネルギーをもつ渦ほど, 平均流により大きな影響
を与える. v′, l′は, 流れの条件に依存した, 多くの適切な方法により推定できる. 以
下に, その推定方法の例を挙げる. このとき, 成分 κvzの大きさは, パーセルの変位
の平面を選択することによって推定できる.

おそらく, 置かれるで最も簡単な仮定は, 渦は傾圧不安定の結果であると事実に
よる. よって, 渦の長さスケールは不安定のスケール, すなわち第一変形半径と考
えて良い. また, 渦の速度は平均流 ūと同程度の近似的な大きさを持つと考えて良
く, よって,

κvy ∼ Ldū =
NHū

f
(1.3.35)

を与える. あるいは, 特徴的な渦の時間スケールを Teとするとき, κvy ∼ l2/Teに
おいて, Te ∼ Ld/ū, l

′ ∼ Ldと取るならば, 上の結果を導くことができる. (1.3.35)

はまた,

κvy ∼ Ldū ∼ L2
df√
Ri

∼ L2
dFrf (1.3.36)

と書かれることに注意が必要である. ここで, Ri ≡ N2/Λ2 = N2H2/ū2, Fr ≡
U/(NH)はそれぞれ, 本問題に対するリチャードソン数とフルード数である.

少しだけより一般的には, もしより大きなスケールへのカスケードが存在する
ならば, そのとき渦のスケール Leは変形半径よりも大きくなるだろう. 状況に応
じて, Leは, (渦が領域サイズまで成長するならば)領域のスケール, (β効果がカス
ケードを止めるならば)βスケール, (もしかすると βと共に)摩擦の効果によって
決定されるいくつかのスケールかもしれない. しかしながら, Vallis (2006)の 9.3

節の議論は, 全ての場合で渦の時間スケールはEadyの時間スケールであることを
示唆する. 故に,

渦の長さスケール: ∼ Le (1.3.37a)

渦の時間スケール: ∼ Te ∼ Ld/ū (1.3.37b)

渦の速度スケール Ue ∼ ū(Le/Ld) (1.3.37c)

と取る. これらは, 水平拡散係数の一般的な推定として,

κvy ∼ ū

(
L2
e

Ld

)
(1.3.38)
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を与える. (1.3.35)で与えられる推定は, Le = Ldとしたときの上式による推定の
特別な場合である. よって, 渦のスケールが変形半径よりはるかに大きければ, 二
種類の推定は異なるだろう.

逆カスケードがロスビー波によって修正される場合には, 摩擦の効果を無視すれ
ば,渦のスケールはβスケールであると考える. このとき,渦のスケールは, (1.3.37)

の三式目を用いて,

Le ∼ Lβ =

(
Ue

β

)1/2

=
ū

βLd

(1.3.39)

と取られる. 渦の速度スケールは, (1.3.37)の二式目を用いて,

Ue ∼ ū
Le

Ld

=
ū2

βL2
d

(1.3.40)

である. また, (1.3.39), (1.3.40)を組み合わせれば, 渦拡散係数の推定として,

κvy ∼ ū3

β2L3
d

(1.3.41)

を与える. エネルギーの逆カスケード率 εを使った同様の推定は,

κvy ∼
(
ε3

β4

)1/5

(1.3.42)

と得られる. この表現は, κを決定する唯一の要素が εと βであると仮定するなら
ば, 次元解析によって純粋に得られるだろう*2. (例えば大気のエネルギー流量を計
算することによって)もし εが独立に既知であれば, この推定は役に立つ.

まとめ

渦拡散係数の大きさは, 渦の速度スケールとエネルギーを保持する長さスケール
の積として推定される. もし渦の時間スケールが Eady の時間スケールであるこ
とを仮定するならば, (1.3.38)を得る. ここで, Leは未決定である. もし渦のスケー
ルが βスケールであるならば, (1.3.38)は, (1.3.41)となる. しかし, 大気と海洋の
どちらにおいても, βスケールは変形半径よりはるかに大きい (約 10倍ほど)が, 問
題を複雑にすることに逆カスケードは βスケールで止まる必要は無い*3 観測によ
れば, 海洋のいくつかの領域では, 逆カスケードに対する-5/3 べき乗則の事実がい

*2エネルギーの逆カスケード率の単位は, [J/(s·kg)] である.
*3簡単のために, 順圧渦度方程式

∂ζ

∂t
+ J(ψ, ζ) + β

∂ψ

∂x
= F − rζ + ν∇2ζ
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くつか存在するが, 大気には存在しない. 他の海洋の領域では, 逆カスケードが組
織化され得る前に, 渦は互いから離れ, 不安定領域から離れるように移流されるか,

あるいはロスビー波によって分散される. その場合, エネルギーは変形スケールに
留まり続けるだろう. これらの議論は, 実用的な推定は可能であるが, 大気海洋の
両方において, 渦拡散係数の大きさを確信を持って決定できないことを示唆する.

1.3.3 拡散係数テンソルの構造: 対称輸送テンソル

勾配方向に沿った拡散は, 対称輸送テンソルによる輸送である. 今, 東西に一様
な渦の統計的性質をもつ, 周期的なチャネルにおける輸送を考えよう. よって, 平
均操作は東西平均である. このとき, トレサーの南北輸送, 鉛直輸送の両方に関心
がある.

v′ϕ′ = −κvy ∂ϕ
∂y

− κvz
∂ϕ

∂z
, (1.3.43)

w′ϕ′ = −κwy ∂ϕ

∂y
− κwz ∂ϕ

∂z
. (1.3.44)

ここで, 対称テンソルの仮定により κwy = κvzである. さまざまな輸送係数の関係
は, 等密度面あるいは等エントロピー面の傾斜や等エントロピー面に対する渦の軌
跡の関係の両方によって影響を受けるだろう. カーテシアン座標 (y− z座標)にお
いて, 輸送テンソルは対角的である必要はないが, 局所的には拡散係数テンソルが
対角的となる自然座標系が必ず存在する. そのような座標系において, 拡散係数テ
ンソルS′は,

S′ = κs

(
1 0

0 α

)
(1.3.45)

と書ける. ここで, κS は全体の大きさを決定する. また, αは直交する二方向の輸
送係数の比である. 大規模な傾圧渦における流体の変位はほとんど水平であるが,

厳密には水平ではない. 例えば, 変位は等密度面に沿うか, あるいは水平面と等密
度面の間の角度にある. 拡散係数テンソルが対角的である座標系は, 流体の変位が
生じる方向に沿った面によって定義される座標系であると言っても良い. 流体の経
路に沿う方向の輸送と垂直な方向の輸送はそれぞれ異なる物理現象の結果である
ため, この主張は賢明である. したがって, 輸送テンソルがこの座標系において対
角的であることを期待してよい.

を使って考えよう. ここで, 粘性 ν は小さく, 小さなスケールにおいてエンストロフィーを取り除
くためだけに働き, エネルギーは取り除かない. また, 強制 F は系にエネルギーを注入する. その
エネルギーは大スケールへとカスケードし, 線形の摩擦項−rζ によって取り除かれる. もし摩擦項
が十分に大きければ, エネルギーは β 効果を感じる前に取り除かれるだろう.

main.tex 2015/1/7(河合 佑太)



海洋における傾圧渦の輸送の表現 11

渦による変位は主に水平方向であるので, この座標系の傾斜は水平面に対して小
さな角度で傾斜している. すなわち, s = tan θ ≈ θ ≪ 1. さらに, パラメータ αは
小さい (α≪ 1)と思ってよい. なぜならば, αは渦による流体の運動と垂直な方向
の輸送を表現するからである. 今, y− z座標系に変換するために, テンソルSを角
度 θだけ回転させる. つまり,

S = κS

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
1 0

0 α

)(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
(1.3.46)

≈ κS

(
1 + s2α s(1− α)

s(1− α) s2 + α

)
(1.3.47)

≈ κS

(
1 s

s s2 + α

)
(1.3.48)

を得る. ただし, 二段目において s ≪ 1であること, 三段目においてさらに α ≪ 1

であることを用いて近似を行った. 三次元においても同様の方法をとればよい. も
し渦輸送が渦による変位の面において等方的であれば, 三次元の輸送テンソルは,

S′ = κs

1 0 0

0 1 0

0 0 α

 (1.3.49)

である. 運動の傾斜は二次元ベクトル s = (sx, sy)である. 輸送テンソルを物理空
間へと回転させれば, 二次元の場合と同様に,

S = κS

1 + s2y + αs2x (α− 1)sxsy (1− α)sx
(α− 1)sxsy 1 + s2x + αs2y (1− α)sy
(1− α)sx (1− α)sy a+ s2

 (1.3.50)

≈ κS

 1 0 sx
0 1 sy
sx sy a+ s2

 (1.3.51)

を得る. ここで, 二段目において s, α ≪ 1であることを用いて近似を行った. また,

s = s2x + s2yである.

渦の変位面

次に, 輸送係数を発見的に選択する. そのための二つの基礎を考えよう.
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海洋における傾圧渦の輸送の表現 12

I. 傾圧不安定の線形論の利用 成長する (Eadyの)傾圧波の最も簡単なモデルにお
いて, 平均場の等密度面の傾斜の半分に沿うパーセルの軌跡は, 最大のポテンシャ
ルエネルギーを解放することができる. よって, s = sρ/2と仮定する. ここで, sρ
は等密度面の傾斜である. また, (1.3.48)において αはゼロとする. 二次元の場合
には, このことは,

S = κs

(
1 sρ/2

sρ/2 s2ρ/4

)
(1.3.52)

を与える. よって,

v′ϕ′ = −κs
(
∂ϕ̄

∂y
+

1

2
sρ
∂ϕ̄

∂z

)
, (1.3.53a)

w′ϕ′ = −1

2
κssρ

(
∂ϕ̄

∂y
+

1

2
sρ
∂ϕ̄

∂z

)
. (1.3.53b)

もし, トレサー ϕが温位である (そして単なる受動的トレサーでない)ならば, そ
のとき, (1.3.53)は前節の κsの大きさの推定と合わせて, 大気における極向きおよ
び鉛直上向きの拡散フラックスに対するパラメタリゼーションを構成する.

II. 中立面に沿った流れ 流体の内部領域が断熱・定常であるならば, そのとき流
体の軌跡は中立面, すなわちポテンシャル密度面あるいは温位面に沿う. 故に, 渦
フラックスは平均場の中立面に沿う方向に向くことを仮定し, s = sρのように選び
たいと思うだろう. しかし, 断熱的な場合においても, これは必ずしも良い選択と
は限らない. 断熱条件における熱力学方程式 db/dt = 0(ここで, b(= −gδρ/ρ0)は浮
力)から, 浮力の渦成分の分散に対する方程式を導けば,

1

2

∂b′2

∂t
+

1

2
ū · ∇zb′2 +

1

2
w̄
∂b′2

∂z
+ u′b′ · ∇z b̄+ w′b′

∂b̄

∂z

+
1

2
∇z · u′b′2 +

1

2

∂

∂z
w′b′2 = 0

(1.3.54)

を得る. 東西に一様な基本場と小振幅の波を仮定すれば,

1

2

∂b′2

∂t
= −v′b′ ∂b̄

∂y
− w′b′

∂b̄

∂z
(1.3.55)

となる*4. 波が統計的に定常であるならば, そのとき左辺はゼロとなり,

vχb′ · ∇χb̄ = 0 (1.3.56)

を得る. ここで, χは, x方向に変動のない子午面上のベクトルであることを示す.

この場合には, 勾配に沿うフラックスは存在しない. しかし, 波が成長するなら
*4東西に一様な基本場を仮定するとき, 準地衡流理論の枠組みにおいて, (f0, N

2の掛かった項を
除いて)v̄, w̄はゼロと考えて良い.
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海洋における傾圧渦の輸送の表現 13

ば, そのとき, vχb′ · ∇χb̄ < 0 であり, もし北半球の場合のように, ∂b̄/∂y < 0かつ
v′b′ > 0 であるならば,

w′b′

v′b′
> −∂b̄/∂y

∂b̄/∂z
(1.3.57)

となる. よって, たとえ流れが断熱的であっても, 混合の傾斜角は平均場の等密度
面の傾斜ほど急でない. (この傾斜の結果は, v′b′ < 0である場合にも不等号の向き
は異なるが成り立つ.) 同様に, もし波が減衰しているのならば, 混合の傾斜角は平
均場の等密度面の傾斜より急である. 非均質な流れにおいて, (1.3.54)の平均流に
よる移流は, 時間依存性に対して同様の役割を果たす. より大きな分散の領域への
平均流による渦の分散の移流は, その等密度面より小さな傾斜をもつ混合の傾斜角
を生じさせるだろう. より小さな分散の領域へ進入する流れに対しては, その逆と
なる. 統計的に定常かつ断熱的な線形波の場に対してのみ, 混合の傾斜は等密度面
に沿うことが保証される.

それでも, 流体の軌跡が中立面に沿うことを仮定して議論を進めよう. もし中立
面と垂直な拡散がなければ α = 0であり, 輸送テンソルは,

S = κs

 1 0 sxρ
0 1 syρ
sxρ syρ |sρ|2

 , (1.3.58)

あるいは２次元の場合には,

S = κs

(
1 sρ
sρ |sρ|2

)
(1.3.59)

となる. この場合には, 渦フラックスは,

v′ϕ′ = −κs
(
∂ϕ̄

∂y
+ sρ

∂ϕ̄

∂z

)
, (1.3.60a)

w′ϕ′ = −κssρ
(
∂ϕ̄

∂y
+ sρ

∂ϕ̄

∂z

)
(1.3.60b)

と書かれる. 今 ϕが温位 θであり, 温位面が中立面を定義すると考えよう. このと
き, 温位面に沿った渦の運動は明らかに温位を輸送せず, (1.3.60)によって定義さ
れる拡散は効果を持たない. このことは, (1.3.60)に対して,

sρ = −∂yθ̄
∂z θ̄

を代入したときに,

v′θ′ = 0, w′θ′ = 0 (1.3.61)

main.tex 2015/1/7(河合 佑太)



海洋における傾圧渦の輸送の表現 14

となることからも確認できる. 現実の海洋では, 塩分の存在により, 温位面とポテ
ンシャル密度面と塩分面は一般的には平行でなく, 中立面に沿った温位や塩分の渦
拡散が存在する. しかし, 二番目のトレサー (塩分)の存在に依存した, 傾圧渦によ
るフラックスは予期できないために, 中立面に沿った温位や塩分の渦拡散は, 基本
場の有効位置エネルギーを解放するような傾圧渦による熱フラックスのパラメタ
リゼーションを与えない. そのようなパラメタリゼーションのために, 次に反対称
輸送テンソルに目を向ける.

1.3.4 拡散係数テンソルの構造: 反対称輸送テンソル

反対称輸送テンソルはスキューフラックス (勾配ベクトルの垂直方向のフラック
ス)あるいは偽の移流を発生させる. 二次元 (水平-鉛直面)において, 反対称輸送テ
ンソルは, 速やかに,

A =

(
0 −κ′a
κ′a 0

)
(1.3.62)

と書ける. ここで, κ′aは空間・時間的に変化して良く, 流れ自体に依存する. また,

輸送の全体的な強さを決定する. 推測により, 三次元においては,

A =

 0 0 −κ′x
a

0 0 −κ′y
a

κ
′x
a κ

′y
a 0

 (1.3.63)

と書ける. ここで, 上付き添字は成分を表す. 今, 都合上ゲージを選択し, A21 =

−A12 = 0とした. 残る選択は, 輸送係数の符号と大きさを決定することである.

1.3.5 海洋の傾圧渦による輸送のパラメタリゼーション (GM ス

キーム)

Gentと McWilliamsは, 傾圧渦のフラックスによるトレサーの輸送のための, 海
洋モデルにおけるパラメタリゼーションを示した. これは, GM スキームとして知
られる. 以下の二つの性質の保持が, 彼らのスキームの基礎である.

• トレーサの (一次,二次)モーメントは保存されなければならない. 特に, 二
つの等密度面の間にある流体の量 (体積)は保存されなければならない. これ
は, スキームが等密度面を横切って浮力を拡散させないことを示唆する.
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海洋における傾圧渦の輸送の表現 15

• 流れの有効位置エネルギーの量は減少しなければならない. この意味に置い
て, このパラメタリゼーションは, 有効位置エネルギーを運動エネルギーに
輸送する傾圧不安定の効果を模倣する.

一番目は, 反対称拡散係数テンソルを使うことによって自動的に満たされる. 二つ
目の性質は, 輸送係数を等密度面の傾斜に比例するように選択することによって満
たされる. その場合には,

A = κa

 0 0 −sx
0 0 −sy
sx sy 0

 (1.3.64)

と書ける. ここで, s = (sx, sy) = ∇ρz = −∇zρ/(∂ρ/∂z) は等密度面の傾斜である.

温度場と塩分場を別々にもつ海洋モデルでは, (1.3.64)はそれらそれぞれに適用さ
れるだろう. そのとき, 等密度面の傾斜は, 状態方程式を使って決定される. この
輸送によって示唆される特徴が何かをより簡単に見るために, 塩分のない特別な場
合を考えることにしよう. このとき, 浮力 bは熱力学変数のみに依存する. 等密度
面の傾斜は s = −(bx/bz, by/bz), 水平渦輸送F h = (Fx, Fy)は,

F h = −
(
−κas

∂b

∂z

)
= −κa∇zb (1.3.65)

によって与えられる. 正の κaに対して, これは良く知られた勾配を下る (downgra-

dient)拡散である.

一方, 鉛直方向の輸送は,

Fz = −κa
(
sx
∂b

∂x
+ sy

∂b

∂y

)
= κas

2 ∂b

∂z
(1.3.66)

によって与えられる. ここで, s2 = s · s. このフラックスは勾配を上る向き (upgra-

dient)である. しかしながら, 合計のスキューフラックスは勾配下向きでも上向き
でもない.

勾配下向きの水平フラックスと勾配上向きの鉛直フラックスの組み合わせは, そ
れぞれの密度間隔内の流体の体積を保存すると同時に, 流れの位置エネルギーを
減少させるように作用する. 鉛直方向の勾配上向きフラックスは, 有効位置エネル
ギーを減少させるための必要性の結果である. 暖かく軽い流体が冷たく重い流体
の上に乗っている, 静的安定な状況を考えると, 勾配下向きの鉛直拡散は流体の重
心を上昇させる. 結果, ポテンシャルエネルギーは増加する. これは, 傾圧不安定
の作用と逆である. よって, 鉛直拡散の符号は負でなければならず, (1.3.64)の構造
(よって正の水平拡散係数)と共にこのことは, 上述した二つの性質の両方を満たす
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ことを可能にする. このパラメタリゼーションは, 全エネルギーを保存しない. す
なわち, ポテンシャルエネルギーは対応する運動エネルギーの増加によってバラン
スされない. むしろ, 散逸によって失われることが仮定される. 最後に, (スキュー)

渦拡散係数の大きさは, 前述の現象論的推定によって決定される.

渦輸送速度

よって, 渦輸送速度は,

ũ = − ∂

∂z
(κas),

w̃ = ∇z · (κas)
(1.3.67)

と与えられる*5. また, Aと関係する流線関数は,

ψ = (−κasy, κasx, 0) = k × κas (1.3.68)

によって与えられる*6.

Gent-McWilliams のパラメタリゼーションの実装には, 二つの等価な方法があ
り, 一つはスキューフラックスを用い, もう一方は擬速度による移流を使う. 境界
において擬速度の法線方向成分がゼロであることは, 境界でフラックスの法線方向
成分がゼロであることと等価であり, スキームがトレサーのモーメントを保存する
ことを保証する. 前者は, 渦フラックスを

F sk = −∇b×ψ = −∇b× (k × κas) (1.3.69)

と書く. 一方, 後者は,

F ad = b∇×ψ = b∇× (k × κas) (1.3.70)

と書く. 発散をとれば, 両者は等価な表現となることに注意されたい.

*5スキュー速度 ṽと反対称拡散係数テンソルAの関係は,

ṽn = −∇mAmn

によって与えられる.
*6流線関数と反対称拡散係数テンソルAの関係は, ṽn = ϵlmn∇lψmおよび ṽn = −∇mAmnより,

Amn = ϵmnpψp

と与えられる. 詳細は (1.2.29)を参照されたい.
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図 1.3.1: スキューフラックスによって GM スキームのはたらきを定性的に説明す
る模式図. Vallis(2006)の図 10.7を元に作成.

1.3.6 GM スキームの定性的な理解

GM スキームによって計算される渦フラックスあるいは渦生成速度, 結果として
生じるポテンシャルエネルギーの解放を定性的な理解するために, 図 1.3.6, 図 1.3.6

に示されるような温位場を考える. 今, 簡単化のために密度は温度だけで決定され,

また κaは定数であると仮定する.

最初に, スキューフラックスF skを通して GMスキームの効果を考えてみる. 図
のような温位分布に対して, F skの分布は (1.3.65),(1.3.66) を使って求められ, 図
1.3.6のような渦フラックスの分布を得る. したがって, 温位偏差が正の場所ではフ
ラックスの発散は正となり, 温位は減少する (θ2の等値線は上昇する). 一方, 温位
偏差が負の場所ではフラックスの発散は負となり, 温位は増加する (θ2の等値線は
下降する). 結果, ポテンシャルエネルギーが解放されることが分かる.

次に, 渦生成速度 ṽを通して GM スキームの効果を考えてみる. 図のような温
位分布に対して, ṽの分布は (1.3.67)を使って求められ, 図 1.3.6のような渦生成速
度の分布を得る. この渦生成速度による移流は, θ2の等値線を平坦化し, 結果ポテ
ンシャルエネルギーを解放することが分かる.
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図 1.3.2: 渦生成速度によって GMスキームのはたらきを定性的に説明する模式図.

Vallis(2006)の図 10.7を引用.
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