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発表の流れ
１研究⽬的

２計算式の導出

３計算式の検討

４まとめ
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• 多くの気候モデルにおいて放射伝達過程が考慮される

• 気候モデルのシミュレーション時間短縮のため, 放射伝達計算の⾼速化が必要

→放射伝達計算を⾼速に⾏うための計算式を考え, 検証する

１研究⽬的
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⼀様な⼤気

⽅針
• 光学的特性が⼀様な⼤気を仮定
• 太陽放射を想定

• 放射伝達⽅程式を⼆流近似する.
• ⼤気上端および下端での上向き, 下向

き放射フラックスの計算式を考える.
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２計算式の導出



２計算式の導出
⼆流近似
放射伝達⽅程式を, 上向き及び下向きフラックスに関する⼆つの微分⽅程式に近似.

⼆流近似⽅程式

d𝐹!

d𝜏
= 𝛾"𝐹! − 𝛾#𝐹$ − 𝑆!

d𝐹$

d𝜏
= 𝛾#𝐹! − 𝛾"𝐹$ + 𝑆$

𝐹!: 上向き放射フラックス
𝐹": 下向き放射フラックス
𝜏: 光学的深さ
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２計算式の導出
平⾏平⾯⼤気の放射伝達⽅程式

𝜇
𝜕𝐼! τ, 𝜇, 𝜙

𝜕τ = 𝐼! τ, 𝜇, 𝜙 −
)𝜔!
2𝜋

-
"#

#
-
$

%&
𝑝! 𝜇, 𝜙; 𝜇', 𝜙' 𝐼! 𝜏, 𝜇', 𝜙' d𝜙' d𝜇' −

)𝜔!
2 𝐹(!𝑝!(𝜇, 𝜙;−𝜇$, 𝜙$)𝑒")/+!

天頂⾓の余弦
⽅位⾓
振動数 𝜈 から 𝜈 + 𝛿𝜈 の間の放射輝度
振動数 𝜈 の散乱位相関数
振動数 𝜈 の⼀次散乱アルベド
振動数 𝜈 の太陽放射フラックス

𝜇:
𝜙:
𝐼#:
𝑝#:
+𝜔#:
𝐹$#:
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(−𝜇", 𝜙")

(𝜇#, 𝜙#)

(𝜇, 𝜙)



２計算式の導出
平⾏平⾯⼤気の放射伝達⽅程式

𝜇
𝜕𝐼! τ, 𝜇, 𝜙

𝜕τ = 𝐼! τ, 𝜇, 𝜙 −
)𝜔!
2𝜋

-
"#

#
-
$

%&
𝑝! 𝜇, 𝜙; 𝜇', 𝜙' 𝐼! 𝜏, 𝜇', 𝜙' d𝜙' d𝜇' −

)𝜔!
2 𝐹(!𝑝!(𝜇, 𝜙;−𝜇$, 𝜙$)𝑒")/+!

第⼀項 𝜇, 𝜙 ⽅向からの放射

第⼆項 𝜇, 𝜙 ⽅向への全ての散乱

第三項 −𝜇$, 𝜙$ ⽅向からの太陽直達光の散乱

※添字 𝜈 は今後省略
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２計算式の導出
放射伝達⽅程式を𝜙, 𝜇について積分

𝛽$ ≡
1
2
.
$

#
𝑝 𝜇,−𝜇$ d𝜇 = 1 −

1
2
.
$

#
𝑝 −𝜇,−𝜇$ d𝜇

d𝐹!

d𝜏
= 0

+

,
𝐼 𝜏, 𝜇 d𝜇 −

+𝜔
2
0
+

,
0
",

,
𝑝 𝜇, 𝜇- 𝐼 𝜏, 𝜇- d𝜇- d𝜇 − 𝜋𝐹$ +𝜔𝛽+𝑒"./0!

d𝐹"

d𝜏
= −0

+

,
𝐼 𝜏, −𝜇 d𝜇 +

+𝜔
2
0
+

,
0
",

,
𝑝 −𝜇, 𝜇- 𝐼 𝜏, 𝜇- d𝜇- d𝜇 + 𝜋𝐹$ +𝜔(1 − 𝛽+)𝑒"./0!

𝑝 𝜇, 𝜇' ≡
1
2𝜋

.
$

%&
𝑝 𝜇, 𝜙; 𝜇', 𝜙' d𝜙

𝐼(𝜏, 𝜇) ≡ .
$

%&
𝐼 τ, 𝜇, 𝜙 d𝜙
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𝐹,(𝜏) = .
$

#
.
$

%&
𝜇𝐼 τ, 𝜇, 𝜙 d𝜙 d𝜇

𝐹" 𝜏 = −.
"#

$
.
$

%&
𝜇𝐼 τ, 𝜇, 𝜙 d𝜙 d𝜇

= .
$

#
.
$

%&
𝜇𝐼 τ, 𝜇, 𝜙 d𝜙 d𝜇



２計算式の導出
Eddington 近似
放射輝度の 𝜙 積分を Legendre 多項式で展開し, 第⼆項までで打ち切る

𝐼 𝜏, 𝜇 =9
1

𝐼1 𝜏 𝑃1(𝜇) ≈ 𝐼+(𝜏) + I,(𝜏)𝜇

𝑝 𝜇, 𝜇′ =9
1

2𝑙 + 1 𝑔1𝑃1 𝜇 𝑃(𝜇-) ≈ 1 + 3𝑔𝜇𝜇-

散乱位相関数の 𝜙 積分をLegendre 多項式で展開し, 第⼆項までで打ち切る
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𝑃-: 𝑙次の Legendre 多項式
𝐼-, 𝑔- : 展開係数
𝑔# ≡ 𝑔: ⾮対称因⼦



２計算式の導出
Eddington 近似を⽤いた⼆流近似⽅程式

d𝐹!

d𝜏
= 𝛾"𝐹! − 𝛾#𝐹$ − 𝜋𝐹>𝛾?𝑒$@/B!

d𝐹$

d𝜏
= 𝛾#𝐹! − 𝛾"𝐹$ + 𝜋𝐹>𝛾C𝑒$@/B!

𝛾# =
1
4 7 − G𝜔 4 + 3𝑔

𝛾% = −
1
4
[1 − G𝜔(4 − 3𝑔)]

𝛾. ≡ 𝛽$ =
1
4 (2 − 3𝑔𝜇$)

𝛾/ = 1 − 𝛾.
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２計算式の導出
δ-Eddington 近似
前⽅散乱（⼊射光と同じ向きの散乱）が他の散乱と⽐べて強くなることを考慮し, 
散乱位相関数を次のように近似する

𝑝 𝜇, 𝜇′ ≈ 2𝑓𝛿 𝜇 − 𝜇M + (1 − 𝑓)(1 + 3𝑔M𝜇𝜇′)

𝑓 = 𝑔# (Joseph et al. (1976))

𝛿(𝑥): Dirac のデルタ関数
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２計算式の導出
δ-Eddington 近似を⽤いた⼆流近似⽅程式

𝛾# =
1
4 7 − G𝜔′ 4 + 3𝑔′

𝛾% = −
1
4
[1 − G𝜔′(4 − 3𝑔′)]

𝛾. ≡ 𝛽$ =
1
4 (2 − 3𝑔′𝜇$)

𝛾/ = 1 − 𝛾.

パラメータのスケーリング

𝑔' =
𝑔

1 + 𝑔
, 𝜏' = 1 − G𝜔𝑔% 𝜏, G𝜔′ =

1 − 𝑔% G𝜔
1 − G𝜔𝑔%

d𝐹!

d𝜏
= 𝛾"𝐹! − 𝛾#𝐹$ − 𝜋𝐹>𝛾?𝑒$@/B!

d𝐹$

d𝜏
= 𝛾#𝐹! − 𝛾"𝐹$ + 𝜋𝐹>𝛾C𝑒$@/B!
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２計算式の導出
放射フラックスの計算式
𝐹232! (𝜏) = 𝐹!(𝜏)

𝐹232" 𝜏 = 𝐹" 𝜏 + 𝐹456" (𝜏)

𝐹!(𝜏) = 𝑘"𝑒#$
! + Γ𝑘%𝑒&#$

! + 𝐶!(𝜏')

𝐹&(𝜏) = Γ𝑘"𝑒#$
! + 𝑘%𝑒&#$

! + 𝐶&(𝜏')

𝐹()*& 𝜏 = 𝜇+𝜋𝐹, exp(−𝜏/𝜇+)

𝜆 = 𝛾"% − 𝛾%% "/%

Γ = 𝛾%/(𝛾" + 𝜆)

𝐶!(𝜏') =
B𝜔′𝜋𝐹, exp −𝜏'/𝜇+ [ 𝛾" − 1/𝜇+ 𝛾. + 𝛾%𝛾/]

𝜆% − 1/𝜇+%

𝐶& 𝜏' =
B𝜔′𝜋𝐹, exp −𝜏'/𝜇+ [ 𝛾" + 1/𝜇+ 𝛾/ + 𝛾%𝛾.]

𝜆% − 1/𝜇+%
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境界条件

𝐹, 𝜏( = 𝑅(HI𝐹JKJ" 𝜏(
𝐹" 0 = 0 𝑅!"#: 地表の反射率

𝐹"(𝜏)𝐹,(𝜏)

𝐹LMN" (𝜏)

0

𝜏(

𝜏



Toon et al. (1989) が⽤いたパラメータ条件について放射フラックス 𝐹!(0), 𝐹" 𝜏$
を計算し, 計算結果の正確さを評価する

表 1: 各パターンのパラメータ値

ヘイズA ヘイズB 雲A 雲B

太陽天頂⾓の余弦 𝜇$ 1 1 1 1

光学的深さ 𝜏 1 1 64 64

⼀次散乱アルベド G𝜔 1 0.9 1 0.9

⾮対称因⼦ 𝑔 0.794 0.794 0.848 0.848

全ての事例において 𝑅!$" = 0, 𝐹! = 1
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３計算式の検討



Toon et al. (1989) が⽤いたパラメータ条件について放射フラックス 𝐹!(0), 𝐹" 𝜏$
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Toon et al. (1989) が⽤いたパラメータ条件について放射フラックス 𝐹!(0), 𝐹" 𝜏$
を計算し, 計算結果の正確さを評価する

表 1: 各パターンのパラメータ値

ヘイズA ヘイズB 雲A 雲B

太陽天頂⾓の余弦 𝜇$ 1 1 1 1

光学的深さ 𝜏 1 1 64 64

⼀次散乱アルベド G𝜔 1 0.9 1 0.9

⾮対称因⼦ 𝑔 0.794 0.794 0.848 0.848

全ての事例において 𝑅!$" = 0, 𝐹! = 1

17

３計算式の検討



正確さの評価

(相対誤差) = |"#"!|
"!

𝑋: 計算値
𝑋7: Toon et al. (1989) に⽰された ʻexactʼ な値
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計算結果
・ヘイズ A, B で誤差が⼤きい

(特に, 𝐹!(0) で 20%~ )

・雲 A, B の誤差は⽐較的⼩さい
(~6% 程度)

・A の⽅が B よりも誤差が⼩さい

表 2: 計算結果

ヘイズA ヘイズB 雲A 雲B

𝐹$(0) 0.210 0.156 2.668 0.354

𝐹%$(0) 0.173 0.124 2.662 0.376

相対誤差[%] 21.5 25.8 0.234 5.79

𝐹&(𝜏') 1.916 1.762 0.473 0.000

𝐹%&(𝜏') 1.830 1.516 0.480 0.000

相対誤差[%] 5.69 16.2 1.38 -

𝐹%&(0), 𝐹%'(𝜏!) は Toon et al. (1989) より引⽤
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計算式の検討
・計算による誤差が10% 程度であれば許容できる (Toon et al. (1989))

・雲A, B は許容範囲内 (相対誤差: ~6%)

・ヘイズA, B については正確さを上げる必要がある
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４まとめ

• ⼆流近似を⽤いた放射フラックスの計算式を考えた

• 四つのパターンについて放射フラックスを計算し, 正確さを評価した

• 雲 (𝜏 = 64, 𝑔 = 0.848) で⼩さな相対誤差

• ヘイズ (𝜏 = 1, 𝑔 = 0.794) で⼤きな相対誤差
→正確さを上げる必要がある

• ヘイズ, 雲で ?𝜔 = 1 の⽅が ?𝜔 = 0.9 よりも相対誤差が⼩さい
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