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要旨

内部重力波とは安定成層した流体中を伝播する,浮力を復元力とする波である.

大気や海洋など,成層した流体中に普遍的に存在しており,運動量を波の発生源か

ら遠方へ伝達する性質を持つ. 特に,対流圏で発生し伝播してきた内部重力波の運

動量が中層大気の運動に影響を与えており,大気循環に対して重要な役割を果たし

ていると考えられ長い間研究されてきた.

本研究では非線形・非静力学・圧縮性の鉛直２次元モデルを作成し,対流で発生

した内部重力波が中層大気まで伝播し,中層大気の運動に与える影響を調べた. 東

西風がない場合と,対流圏において理想的な東西風分布を持つ場合を設定し,対流

からの内部重力波の生成と伝播,クリティカルレベルにおける波の吸収,クリティ

カルレベルから新たに発生する内部重力波の高高度伝播,さらに中間圏界面付近で

の砕波とそこでの平均東西風の生成が確認できた.

まず平均流が存在しない場合について述べる. 高度 12 km付近でスペクトル解
析を行った結果,水平波数 9 × 10−4 m−1,鉛直波数 9 × 10−4 m−1,振動数 1 × 10−2 s−1

の波と水平波数 9 × 10−4 m−1, 鉛直波数 9 × 10−4 m−1, 振動数 1 × 10−2 s−1の波が見

られた. これは重力波の分散関係を概ね満たしているため重力波であると考えられ

る. また高度 80 ∼ 110 km付近において伝播してきた波の砕波が見られた. 砕波領
域における運動量フラックスの発散は 3 × 10−3 m s−2であり,これは線形理論から

見積もられる運動量フラックスの発散と整合的である.

次に平均流が存在する場合について述べる. 高度 12 km付近でスペクトル解析
を行った結果,水平波数 6 × 10−4 m−1,鉛直波数 9 × 10−4 m−1,振動数 3 × 10−3 s−1の

波が見られた. これは重力波の分散関係を概ね満たしているため重力波であると

考えられる. またこの波の水平位相速度は 5 m s−1である. この波のクリティカル

レベルと考えられる高度 20 km付近で波の吸収が行われていることが確認できる.
水平速度の摂動, 運動量フラックス, 運動量フラックスの発散を調べた. 水平速度

の摂動から 1600 sあたり 2 m s−1の西向き加速があることがわかった. また運動量

フラックスの発散は 3 × 10−3 m s−2である. これらの値は水平風の加速は運動量フ

ラックスの発散によって生じていることを示している. 次にクリティカルレベルか

ら発生した二次的な波について調べた. 高度 30 km付近においてスペクトル解析を
行った結果,水平波数,鉛直波数,振動数がそれぞれ 1.0 × 10−3 m−1, 1.3 × 10−3 m−1,

1.5 × 10−2 s−1 の波と 1.7 × 10−3 m−1, 6 × 10−4 m−1, 2 × 10−2 s−1 の波が見られた. 大



気密度の減少に伴い波の振幅が増大することによって高度 100 ∼ 110 km付近で砕
波が起こる. この領域における水平速度の摂動, 運動量フラックス, 運動量フラッ

クスの発散を調べると,水平速度の摂動から 2000 sで 10 m s−1の水平風の東向き加

速が見られた. 運動量フラックスの発散の平均値は 2 × 10−2 m s−2 である. これら

の値は概ね整合的であり,水平風の加速は運動量フラックスの発散によって生じて

いることを示している. この運動量フラックスの発散は観測に比べて一桁程度大き

い. しかしながら下層から上層へ十分な量の運動量が輸送されていることが示さ

れた.
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第1章 はじめに

内部重力波とは安定成層した流体中を伝播する,浮力を復元力とする波であり,

大気や海洋など,成層した流体中に普遍的に存在している. 運動量を波の発生源か

ら遠方へ伝達する性質を持つ. 内部重力波は大気中の運動量輸送を担うことから,

大気大循環に大きな影響を与えていると考えられており, 盛んに研究が行われて

きた.

内部重力波が大気大循環に大きな影響を与えていると考えられている主な理由

は次の 2つの特徴からである. 一つは鉛直方向の運動量を保存したまま伝播するこ

とから,大気密度が高度とともに指数関数的に減少することで中層大気における内

部重力波の速度や温度の振幅が大きくなるという点である. 内部重力波はある高度

で砕波して運動量を平均流に渡して平均流を減速すると考えられている (Lindzen

1981). もう一つはクリティカルレベルの存在である. クリティカルレベルは内部

重力波の位相速度と平均流の速度が一致する高度である. クリティカルレベルにお

いて内部重力波は減衰し,運動量を平均流に渡していると考えられている (Booker

and Bretherton 1967). また,この際に不安定が発生し,そこから二次的な内部重力

波を発生させる. 内部重力波の対流圏における波源についても,対流,地形,シアー

不安定など様々なものについて議論されている. その中でも対流は緯度や地形に関

係なく普遍的に存在していることから,重要な波源のひとつであると考えられる.

よって対流によって発生する内部重力波の中層大気での振る舞いや平均流の加

速・減速の効果を調べることは大気大循環について理解を深める上で非常に有益

である. 内部重力波の性質の基本的な議論はブシネスク近似のもとで行われる場合

が多い. しかし,中層大気でのシミュレーションを行う際は密度の変化を無視する

ことはできないため,非圧縮性のモデルが必要である. 本研究では非線形・非静力

学・圧縮性の鉛直２次元モデルを作成し,対流で発生した内部重力波が中層大気ま

で伝播し,中層大気の運動に与える影響を調べた.

本論文の構成は次のとおりである. 2章では本研究で作成したモデルについて解

説する. 3章では結果の考察に必要な内部重力波の線形理論について解説する. 4
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章では東西風が存在しない場合の結果について述べる. 5章ではシアーを持つ東西

風が存在する場合の結果について述べる. 6章はまとめである.
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第2章 モデルについて

2.1 基礎方程式系

対流圏における対流の発生,その対流からの内部重力波の発生,クリティカルレ

ベルにおける内部重力波の吸収,クリティカルレベルからの二次的な内部重力波の

発生,その波の高高度への伝播と砕波をシミュレーションするため,非線形・非静

力学・圧縮性の鉛直 2次元モデルを作成した. シミュレーションを行う内部重力波

の振動数は局所的な慣性振動数よりも大きいことから,地球の自転の効果は無視す

る. 基礎方程式系はGoya and Miyahara (1999)で用いられたものを使用した. 基

礎方程式系は次のとおりである:

∂δũ
∂t
= −
∂ũu
∂x

−
∂ũw
∂z

−
∂p
∂x

− KH
∂4δũ
∂x4 + KV

∂2δũ
∂z2 − R f δũ, (2.1a)

∂δw̃

∂t
= −
∂w̃u
∂x

−
∂w̃w

∂z
−
∂p
∂z

− ρg − KH
∂4δw̃

∂x4 + KV
∂2δw̃

∂z2 − R f δw̃, (2.1b)

∂δT̃
∂t
= −
∂ũT
∂x

−
∂w̃T
∂z

−
RT̃
cv

(
∂u
∂x
+
∂w

∂z

)
− KH

∂4δT̃
∂x4 + KV

∂2δT̃
∂z2 − αδT̃, (2.1c)

∂ρ

∂t
+
∂ũ
∂x
+
∂w̃

∂z
= 0, (2.1d)

p =RT̃ . (2.1e)
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記号の定義は以下のとおりである:

u :水平速度,
w :鉛直速度,
p :圧力,
ρ :密度,
T :温度,
g :重力加速度,
R :乾燥大気の気体定数,
cv :定積比熱,

KH :水平方向の渦拡散係数,
KV :鉛直方向の渦拡散係数,
R f :レイリー摩擦係数,
α :ニュートン冷却係数,

力学変数 [u,w,T]と ρの積を˜つきの量で表す: 例えば

ũ ≡ u(x, z, t) · ρ(x, z, t) (2.2)

である. さらに初期の基本場からの変化を表す場合は δつきの量で表す. すなわち

δũ = ũ(x, z, t) − ũB(z), ũB ≡ ρB(z)uB(z), (2.3a)

δw̃(x, z, t) = w̃(x, z, t), (2.3b)

δT̃ = T̃(x, z, t) − T̃B(z), T̃B ≡ ρB(z)TB(z). (2.3c)

添字の Bは基本場の量を表す.

2.2 モデルの設定と計算方法

(2.1)の数値計算には図 2.1のように物理変数を配置したスタッガード格子を用

いる. 差分化した基礎方程式系は以下のとおりである.
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図 2.1: 格子点の配置. 空間変数を (x, z) = (i∆x, j∆z)と差分化した時,格子点 (i, j)に
熱力学変数を配置し, そこから 1/2格子点だけ x, z 方向にずれた点でそれぞ
れ u,w を配置する.

運動量方程式

(
∂δũ
∂t

)
i+ 1

2 , j
= −

ũi+1, jui+1, j − ũi, jui, j

∆x

−
ũi+ 1

2 , j+
1
2
wi+ 1

2 , j+
1
2
− ũi+ 1

2 , j−
1
2
wi+ 1

2 , j−
1
2

∆z

−
pi+1, j − pi, j

∆x

− KH

δũi+ 5
2 , j

− 4δũi+ 3
2 , j
+ 6δũi+ 1

2 , j
− 4δũi− 1

2 , j
+ δũi− 3

2 , j

(∆x)4

+ KV

δũi+ 1
2 , j+1 − 2δũi+ 1

2 , j
+ δũi+ 1

2 , j−1

(∆z)2

− R f jδũi+ 1
2 , j

(2.4a)
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(
∂δw̃

∂t

)
i, j+ 1

2

= −
w̃i+ 1

2 , j+
1
2
ui+ 1

2 , j+
1
2
− w̃i− 1

2 , j+
1
2
ui− 1

2 , j+
1
2

∆x

−
w̃i+1, jwi+1, j − w̃i, jwi, j

∆z

−
δpi, j+1 − δpi, j

∆z
− g
δρi, j+1 + δρi, j

2

− KH

δw̃i+2, j+ 1
2
− 4δw̃i+1, j+ 1

2
+ 6δũi, j+ 1

2
− 4δũi−1, j+ 1

2
+ δũi−2, j+ 1

2

(∆x)4

+ KV

δw̃i, j++ 3
2
− 2δũi, j+ 1

2
+ δũi, j− 1

2

(∆z)2

− R f jδw̃i, j+ 1
2

(2.4b)

ここで基本場について静水圧平衡が成り立つことから

(pB)i, j+1 − (pB)i, j

∆z
+ g

(ρB)i, j+1 + (ρB)i, j

2
= 0

であることを用いた.

連続の式

(
∂ρ

∂t

)
i, j
= −

ũi+ 1
2 , j

− ũi− 1
2 , j

∆x
−
w̃i, j+ 1

2
− ũi, j− 1

2

∆z
(2.4c)
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熱力学の式

(
∂δT̃
∂t

)
i, j
= −

ũi+ 1
2 , j

Ti+ 1
2 , j

− ũi− 1
2 , j

Ti− 1
2 , j

∆x

−
w̃i, j+ 1

2
Ti, j+ 1

2
− w̃i, j− 1

2
Ti, j− 1

2

∆z

+
RT̃I, j

cv

[ui+ 1
2 , j

− ui− 1
2 , j

∆x
+
wi, j+ 1

2
− wi, j− 1

2

∆z

]
− KH

δT̃i+2, j − 4δT̃i+1, j + 6δT̃i, j − 4δT̃i−1, j + δT̃i−2, j

(∆x)4

+ KV
δT̃i, j+1 − 2δT̃i, j + δT̃i, j−1

(∆z)2

− αi, jδT̃i, j (2.4d)

モデルの領域は水平方向に 30 km,鉛直方向に 150 kmである. 時間積分の計算に
は leap-frog法と Asselinフィルタを用いた.

2.3 基本状態

図2.2と図2.3にそれぞれ基本状態のUB(z)とTB(z)を示す. UB(z)については,す
べての高度でゼロの場合と,中緯度における対流圏と下部成層圏の東西風の鉛直プ

ロファイルを想定した場合の 2つの計算を行った. ただし, 24 kmより上は内部重
力波の伝播を見るために風速をゼロとした. TB(z)は現実的な大気の鉛直プロファ
イルを用いた. ただし,高度 5 kmより下では対流を発生させるために温度減率を乾
燥断熱減率よりも僅かに大きい dTB(z)/dz = −10 K km−1とした. また,数値シミュ

レーションが困難な熱圏での極端に速い音速を避けるため, 110 kmよりも上では
300 Kで一定と仮定する.
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図 2.2: 水平風の基本場の鉛直プ
ロファイルUB(z) [m s−1].

図 2.3: 温度の基本場の鉛直プロフ
ァイル TB(z) [K].

図 2.4: 鉛直渦粘性係数の鉛直プ
ロファイル KV (z) [m2 s−1].

図 2.5: レイリー摩擦係数の鉛直
プロファイル Rf (z) [s−1].
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2.4 散逸

水平渦粘性係数は KH = 1.0 × 107 m4 s−1 で定数とする. 図 2.4と図 2.5はそれぞ

れ鉛直渦粘性係数とレイリー摩擦係数を表す. ニュートン冷却係数 α(z)は R f (z)と
同じであると仮定する. 上端からの擬似的な波の反射を防ぐために KV と R f には

高さとともに増加する値を与える. 鉛直渦拡散の項は,例えば (2.1a)ならば物理的

に正しい ∂
∂z

(
ρKV

∂u
∂z

)
の形式を採用すべきであるが,簡単のため KV ∂

2δũ
/
∂z2 の形

式を用いる. Goya and Miyahara (1999)によればシミュレーションを行う範囲に

おいては 2つのスキームの差が与える影響は小さい.

2.5 モデルの解像度

格子点数は水平方向に 128点 (∆x ' 234 m),鉛直方向に 500点 (∆z = 300 m)と
した. ∆t = 0.1 s,フィルタの係数は 0.2とした.

2.6 初期条件と境界条件

初期条件は δw̃の初期摂動を除いてゼロとする:

δũ = 0, δw̃ = 0, δT̃ = 0, δρ = 0, δp = 0. (2.5)

最下層の x = 15 kmの一点において δw̃に 4 × 10−4 m−2 kg s−1の振幅を持つ摂動を

与える.

また境界条件について,上端の境界条件をゼロとする:

δũN = 0, δw̃N = 0, δT̃ N = 0. (2.6)

下端の境界条件は以下のように設定する. すなわち δũの鉛直微分をゼロ, δw̃と δT̃
をゼロとする:

δũ0 = δũ1, δw̃0 = 0, δT̃0 = 0. (2.7)

水平方向の境界条件については周期境界とする.
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第3章 線形理論

次章以降で述べる数値計算の結果を解釈するために必要な知識について簡潔に

紹介する.

3.1 平均流中の内部重力波

Booker and Bretherton (1967)によって議論されたクリティカルレベル付近に

おける内部重力波の振る舞いについて簡潔に述べる.

3.1.1 非粘性の場合

鉛直シアーを持つ水平方向の平均流 Ū(z)が存在する非粘性,非圧縮鉛直２次元
Boussinesq 流体を考える. 基準状態の密度を ρ0とし, 物理変数の摂動成分を

′つ

きの量で表す. このとき線形化された運動方程式の x, z成分はそれぞれ

∂u′

∂t
+ Ū
∂u′

∂x
+ w′dŪ

dz
= −
∂φ′

∂x
, (3.1a)

∂w′

∂t
+ Ū
∂w′

∂x
= −
∂φ′

∂z
− q′, (3.1b)

であり,連続の式と熱力学方程式は

∂u′

∂x
+
∂w′

∂z
= 0, (3.1c)

∂q′

∂t
+ Ū
∂q′

∂x
− N2w′ = 0, (3.1d)
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第 3章 線形理論 13

である. ここで φ′ = p′/ρ0, q′ = ρ′g/ρ0であり, N は浮力振動数で定数であると仮
定する. 摂動成分について以下のように波型の解を仮定する:

u′(x, z, t) = U′(z)ei(kx−ωt),

w′(x, z, t) = W′(z)ei(k x−ωt),

q′(x, z, t) = Q′(z)ei(k x−ωt),

φ′(x, z, t) = Φ′(z)ei(k x−ωt).

これを (3.1)に代入すると,

ik(Ū − c)U′ +W′dŪ
dz
= −ikΦ′, (3.1a’)

ik(Ū − c)W′ = −
dΦ′

dz
− Q′, (3.1b’)

ikU′ +
dW′

dz
= 0, (3.1c’)

ik(Ū − c)Q′ − N2W′ = 0 (3.1d’)

となる. ここでω = kcであり, cは位相速度である. (3.1a’)と (3.1c’)より,

−(Ū − c)
dW′

dz
+W′dŪ

dz
= −ikΦ′.

これを zで微分して整理すると,

−(Ū − c)
d2W′

dz2 +W′d2Ū
dz2 = −ik

dΦ′

dz
(3.2)

となる. (3.1b’), (3.1d’)を用いて dΦ′/dz , Q′を消去するとW′についての式

d2W′

dz2 +

[
N2

(Ū − c)2
−

1
Ū − c

d2Ū
dz2 − k2

]
W′ = 0 (3.3)

を得る. W′の係数を F(z)と置くと,W′は F(z) > 0のとき z方向について波型の解
を持ち, F(z) < 0のとき指数関数的な解を持つ. Ū − c = 0となる zにおいて F(z)は
特異点を持つ.

ここでWKB 近似を行い, d2Ū
/

dz2 ' 0と仮定する. W′が波型の解 Ŵeimz を持

つとすると, (3.3)から分散関係式

−m2 +

[
N2k2

(ω − kŪ)2
− k2

]
= 0 (3.4)

または

m2 =
(N2 − ω̂2)k2

ω̂2 (3.5)
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を得る. ここで ω̂ = ω − kŪ = k(c − Ū)は固有振動数である. Ū = cであるときを考
えると, ω̂→ 0となることから, (3.5)よりm2 → ∞となる. また鉛直群速度

Cgz =
∂ω̂

∂m
= −

m
N2k2 ω̂

3

はCgz → 0となる. つまり Ū = cとなる高度よりも上へは波は伝播しない.

Ū(zc) = cとなるようなクリティカルレベル zc付近の解を考える. 考える高度を

z = zc + ∆zと表し,Ū(z)の Taylor展開を行うと,

Ū(z) = Ū(zc) +
dŪ
dz
∆z + · · ·

となる. ここで二次以上の項は無視し, zcを鉛直座標の原点に取ると,平均流は

Ū(z) = c + Λz (3.6)

と表すことができる. ここで Λ = dŪ
/

dz である. これを用いて (3.3)を書き換え
ると,

d2W′

dz2 +

[
N2

Λ2z2 − k2
]

W′ = 0 (3.7)

となる. また Richerdoson数 Ri = N2/Λ2を用いると

d2W′

dz2 +

[
Ri2

z2 − k2
]

W′ = 0 (3.8)

と書ける. ここで (3.8)は z = 0が確定特異点であることから,

W′ =

∞∑
l=0

Cl zλ+l

と置く*1. これを (3.8)に代入すると

∞∑
l=0

Cl(λ + l)(λ + l − 1)zl+λ−2 + Cl Rizl+λ−2 − Cl k2zl+λ = 0

*1 n階の微分方程式

y(n)(x) + P1(x)y(n−1)(x) + · · · + Pn−1(x)y′(x) + Pny(x) = 0

の特異点 x = aにおいて,

(x − a)P1(x), (x − a)2P2(x), · · · , (x − a)nPn(x)

がすべて解析的であるとき, aを与えられた微分方程式の確定特異点という. 確定特異点 aを持つ
微分方程式は

y =

∞∑
n=0

Cn(x − a)λ+n

の形式の解を持つことが知られている.
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となる. l = 0に対応する, zλ−2の係数について考えると

C0λ(λ − 1) + C0Ri = 0

であることから,

λ =
1
2
±

√
1
4
− Ri =

1
2
± i

√
Ri −

1
4

(3.9)

となる. よって Ri < 1/4のときシアー不安定が発生する. Ri > 1/4のとき, z ∼ 0に
おけるW′の解は

W′ = Az
1
2+i

√
Ri−1/4 + Bz

1
2−i

√
Ri−1/4 (3.10)

である. 以下, Ri > 1/4である場合を考える.

3.1.2 粘性を考える場合

次に水平速度の摂動に比例するNewton dampingがある場合を考える. このとき

(3.1a’)のU′の係数は ik(Ū−c−iα/k)となる. (3.6)より Ū−c−iα/k = Λ(z−iα/Λk)
であることを用いるとW′についての微分方程式 (3.7)は

d2W′

dt2

[
Ri

(z − ici/Λ)
2 − k2

]
W′ = 0 (3.11)

と変更され,解は

W′ = A
(
z −

ici

Λ

) 1
2+i

√
Ri−1/4

+ B
(
z −

ici

Λ

) 1
2−i

√
Ri−1/4

(3.12)

となる. ここで ci = α/kである. このことは粘性を含む一般の場合には非粘性の解
(3.10)における zを複素数と考えれば良いことを示している. そこで以下では複素
数 zを持つ (3.10)の解を考えていくことにする.

ci → 0(α → 0)の極限を考えると, z > 0のとき z = |z |となる. このとき微分方
程式の解は

W = A|z |
1
2+iµ + B |z |

1
2−iµ

= A|z |
1
2 eiµ ln |z | + B |z |

1
2 e−iµ ln |z | (3.13)

となる. ここで µ ≡
√

Ri − 1/4である. 振幅 A, Bに対応する局所鉛直波数をそれぞ
れmA, mB とすると

mA =
∂

∂z
(µ ln |z |) =

∂

∂ |z |
(µ ln |z |) =

µ

|z |
> 0, (3.14a)

mB =
∂

∂ |z |
(−µ ln |z |) = −

µ

|z |
< 0 (3.14b)
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となる. 一方 z < 0の場合は, dŪ
/

dz > 0,すなわち Λ > 0のとき z = |z |e−πi,
dŪ

/
dz < 0,すなわち Λ < 0のとき z = |z |eπi である. Λ > 0のとき微分方程式の

解は

W = A
(
|z |e−iπ

) 1
2+iµ
+ B

(
|z |e−iπ

) 1
2−iµ

= −iA|z |
1
2 eiµ ln |z |eµπ − iB |z |

1
2 e−iµ ln |z |e−µπ, (3.15)

Λ < 0のとき微分方程式の解は

W = A
(
|z |eiπ

) 1
2+iµ
+ B

(
|z |eiπ

) 1
2−iµ

= iA|z |
1
2 eiµ ln |z |e−µπ + iB |z |

1
2 e−iµ ln |z |eµπ, (3.16)

となる. 局所鉛直波数は

mA =
∂

∂z
(µ ln |z |) = −

∂

∂ |z |
(µ ln |z |) = −

µ

|z |
< 0, (3.17a)

mB = −
∂

∂ |z |
(−µ ln |z |) =

µ

|z |
> 0 (3.17b)

となる. すなわち z > 0と z < 0では e±µπだけ振幅が異なる.

次に一周期に渡って平均化された摂動の運動量フラックスを考える.

u′ =
1
2

[
U′ei(k x−ωt) +U′∗e−i(k x−ωt)

]
,

w′ =
1
2

[
W′ei(k x−ωt) +W′∗e−i(kx−ωt)

]
より,

u′w′ =
1
L

∫ L

0
u′w′dx

=
1

4L

∫ L

0
(U′W′∗ +U′∗W′)dx

=
1
2

Re(U′W′∗)

=
1
2

Re
(

i
k

dW′

dz
W′∗

)
(3.18)

となる. ここで (3.1c’)より

U′ =
i
k

dW′

dz
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であることを用いた. z > 0のとき (3.13)から

dW′

dz
= A

(
1
2
+ iµ

)
|z |−

1
2+iµ + B

(
1
2
− iµ

)
|z |−

1
2−iµ,

W′∗ = A∗ |z |
1
2−iµ + B∗ |z |

1
2+iµ

なので,

i
k

dW′

dz
W′∗ =

i
k

[ (
1
2
+ iµ

)
|A|2 +

(
1
2
− iµ

)
|B |2

+

(
1
2
+ iµ

)
AB∗e2iµ +

(
1
2
− iµ

)
A∗Be−2iµ

]
=

i
k

[ (
1
2
+ iµ

)
|A|2 +

(
1
2
− iµ

)
|B |2 + 2 Re

{(
1
2
+ iµ

)
AB∗e2iµ

} ]
(3.19)

となる. よって

u′w′ =
1
2

Re
(

i
k

dW′

dz
W′∗

)
= −
µ

2k

(
|A|2 − |B |2

)
(3.20)

となる. z < 0での平均運動量フラックスは, d/dz = − d/d|z | であることに注意し
て (3.20)の A, BをΛ > 0の場合は A → −iAeµπ, B → −iBe−µπに, Λ < 0の場合は
A → iAe−µπ, B → iBeµπに,置き換えることで得られる. Λ > 0のとき,

u′w′ =
µ

2k

(
|A|2e2µπ − |B |2e−2µπ

)
, (3.21)

Λ < 0のとき
u′w′ =

µ

2k

(
|A|2e−2µπ − |B |2e2µπ

)
(3.22)

となる. (3.20)と (3.21), (3.22)を比較すると, クリティカルレベルを境にして

e±2µπのファクターで運動量フラックスの収束・発散があり,平均流を加速するこ

とがわかる.

位相速度について, Aに比例する波と Bに比例する波を個別に考える. 水平波数
k > 0であると仮定する. このとき固有振動数は ω̂ = −kΛzであることから, Λ > 0
の場合,

z > 0のときω̂ < 0, cx = ω̂/k < 0,
z < 0のときω̂ > 0, cx = ω̂/k > 0

である. Aに比例する波について,鉛直位相速度 czは zの符号に関係なく (3.14a),
(3.17a)より cz < 0となる. 一方 Bに比例する波について (3.14b), (3.17b)より
cz > 0となる.
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Λ < 0の場合,

z > 0のときω̂ > 0, cx = ω̂/k > 0,
z < 0のときω̂ < 0, cx = ω̂/k < 0

である. Aに比例する波について,鉛直位相速度 czは (3.14a), (3.17a)より cz > 0
となる. 一方 Bに比例する波について (3.14b), (3.17b)より cz < 0となる. これら
の結果を表 3.1にまとめると以下のとおりである.

表 3.1: クリティカルレベル付近における内部重力波の振る舞い.

シアー 対応する振幅 z 位相速度 wの振幅 u′w′ 群速度の伝播方向

Λ > 0 A z > zc ↙ |A| −
µ

2k |A|
2 上向き

z < zc ↘ |A|eµπ +
µ

2k |A|
2e2µπ

B z > zc ↖ |B | +
µ

2k |B |
2 下向き

z < zc ↗ |B |e−µπ −
µ

2k |B |
2e−2µπ

Λ < 0 A z > zc ↗ |A| −
µ

2k |A|
2 下向き

z < zc ↖ |A|e−µπ +
µ

2k |A|
2e−2µπ

B z > zc ↘ |B | +
µ

2k |B |
2 上向き

z < zc ↙ |B |eµπ −
µ

2k |B |
2e2µπ

3.2 重力波砕波の簡単なモデル

中間圏界面付近で生じる内部重力波の砕波に関する Lindzen (1981)の研究を

Andrews et al. (1987)に従って簡潔に紹介する. 静止した非粘性,非圧縮鉛直 2次

元流体を考える. 対数圧力座標系における線形化した方程式系は

∂u′

∂t
+
∂Φ′

∂x
= 0, (3.23a)

∂u′

∂x
+ ρ−1

0
∂ρ0w

′

∂z
= 0, (3.23b)

∂2Φ′

∂z∂t
+ N2w′ = 0 (3.23c)

である. ここでΦ ≡
∫ z
0 gdzはジオポテンシャルである. 簡単のため Nを定数とし,

(u′,w′,Φ′) = ez/2H Re
[
(û, ŵ, Φ̂) exp i(k x + mz − ωt)

]
(3.24)

を (3.23)に代入する. ここで ûなどは定数であり,以下の偏波関係式を得る:

û =
k
ω
Φ̂, (3.25a)

ŵ = −
ω

N2

(
m −

i
2H

)
Φ̂. (3.25b)
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また分散関係式は

ω2 =
N2k2

m2 + 1/4H2 (3.26)

である. 中層大気中を伝播する内部重力波の鉛直波長は 15 km程度で, H = 7 kmの
ときm2 � 1/4H2である. 鉛直群速度が c(z)g = ∂ω/∂m > 0,水平波数が k > 0の波
を考えるとき, (3.26)のうちの

ω = −Nk/m (3.27)

の根を考えれば良い. (3.24)において, ρ
−1/2
0 と比例する ez/2Hの因子の存在によっ

て,線形,非散逸の理論は速度とジオポテンシャルの擾乱が高度とともに成長する

ことを予測する;ある高さで無視されていた非線形項が重要になり,線形理論は破

綻する.

図 3.1: 中間圏へ鉛直伝播してきた内部重力波の砕波の模式図 (Andrews et al. 1987).
(a), (b), (c)は物質面を表す. (a), (b)では線形で散逸のない理論があてはま
る. (c)の高度では, 以前の波打った物質面の非可逆的な崩壊や, 小スケール
の混合や散逸を伴った波の峰の近くの乱流を伴う非線形の効果が重要になる.

砕波の物理的な描像はいろいろなレベルにおける一組の物質面について考える

ことで得られ,それらを通って内部重力波が鉛直方向に伝播することで物質面が波

打つ; 図 3.1はこのような状況の模式図である. 下部中間圏では物質面 (a)は線形

理論で予言されたように緩やかな正弦波的な変化をする. 一日よりも十分短い周期
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を持つ重力波では放射緩和の効果は小さく,その他の非断熱過程が存在しなければ

等温位線 (一定の θの表面)を物質面 (a)として用いることができる. 中部中間圏

では物質面は (b)は依然として正弦波的だが, (a)に比べて大きな振幅を持つ;線形

理論は依然として成立しており, (b)はまだ等温位線を用いることができる. しか

し上部中間圏では,非線形の効果が重要になり, (c)のような速く不可逆に崩れた等

値線を作る. その後乱流や小スケールの混合, 散逸を引き起こす. 非断熱の効果の

励起によって等温位線はもはや物質面ではなくなる.

個々で述べた過程は重力波の砕波として知られ,海面の波が遠浅の浜でひっくり

返ったり壊れたりするのに似ている. これは ez/2H で高さとともに成長する重力波

の振幅を制限し,下で見るように中層大気における大スケールの流れに対して重要

な結論を持つ.

この砕波の過程についての単純なモデルは Lindzen (1981) によって提案され

た. 彼は基本東西流 ū(z)の線形化した擾乱を考え, WKBJ法を用いて (3.24)の解を
一般化した. そして等温位面が最初に縦になる ∂θ/∂z = 0となる高度,すなわち静
的安定性を失い, 乱流と混合が始まることが示唆される高度を砕波高度 zbとして

定義した. 対数圧力座標系における浮力振動数

N2(z) =
R
H
θ0z(z)e−κz/H,

静水圧平衡の式
∂Φ′

∂z
=

R
H
θ′e−κz/H

より,
∂θ

∂z
=
∂θ̄

∂z
+
∂θ′

∂z
= HR−1eκz/H

[
N2 +

∂2Φ′

∂z2 + κH
−1 ∂Φ

′

∂z

]
(3.28)

である. 線形理論から計算されたΦ′が zに関して指数関数的に成長することから,
−(∂zzΦ

′+ κH−1∂zΦ
′)は十分な高度において,いくつかの x, y, tの値を持つ波の「峰」

で N2を打ち消す大きさになると考えられる. この点から θz = 0となり砕波が起こ
るというのがLindzenの考えである. この取り組みは厳密には矛盾している. なぜ

なら線形な解はそのような高度に到達する前に壊れてしまうからである;にも関わ

らずこれは完全な非線形の振る舞いに対する定性的な雰囲気を与える.

線形理論を用いてLindzenの取り組みを説明する. ある低高度でΦ′ = Φ0 cos k(x−
ct)であると仮定する. この高度は適当に psを選ぶことで z = 0と取ることができる.
すなわち (3.24)の解を当てはめ, (3.25)において Φ̂ = Φ0(実数)を仮定し, ω = ck
とする;特に

Φ
′ = Φ0ez/2H cos[k(x − ct) + mz] (3.29)
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である. 今一度鉛直波長が十分小さく,|m| � 1/2Hであることを保証すると,

∂2Φ′

∂z2 + κH
−1 ∂Φ

′

∂z
≈ −m2

Φ
′ = −m2

Φ0ez/2H cos[k(x − ct) + mz]

を得る. 砕波高度 zbは {max|Φ′
zz + κH

−1Φ′
z |}z=zb = N2で定義され, (3.29)と (3.27)

と c = ω/kより

zb ≈ 2H ln
���� N2

m2Φ0

���� = 2H ln |c2
Φ
−1
0 | (3.30)

である. zbは波の位相速度 cと初期のジオポテンシャルの振幅Φ0 に依存すること

に気をつけよう;小さい振幅の波は,壊れるのに十分なほど大きな振幅に成長する

前により高高度を通る必要があるため,砕波高度はΦ0が小さくなると大きくなる.

次のステップは砕波高度より上では何が起こるかを説明することである. おそ

らく,できはじめた乱流は熱と運動量の拡散を引き起こし,この拡散をパラメタリ

ゼーションする粗い方法を (3.23a), (3.23c)に適用すると

∂u′

∂t
+
∂Φ′

∂x
= K
∂2u′

∂z2 , (3.31a)

∂2Φ′

∂z∂t
+ N2w′ = K

∂3Φ′

∂z3 , (3.31b)

z > zb,

ここでKは一定の拡散係数である; zbより上の高度では連続の式 (3.23b)が依然と

して成立する.

Φ
′ = ez/2H Re[Φ1 exp i(k x + m1z − kct)]

の形式の解を zbより上で探し, zbにおいて (3.29)と合うものを選ぶと,

ω + im2
1K = −Nk/m1 (3.32)

という (3.27)と似た解が見つかる. ここで k > 0の慣習は保持されている. すな
わち

m2K � |ω | (3.33)

となる小さな Kが選ばれているならば,これは当然

m1 ≈ −
Nk
ω
+

iKN3k3

ω4 = m +
iKN3

c4k

となることから,

Φ
′ = Φ0 exp

[
z

2H
−

KN3

c4k
(z − zb)

]
cos[k(x − ct) + mz], z > zb (3.34)
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となり zbにおいて (3.29)との連続性を満たす. Kを伴う余分の指数関数の因子は
砕波による波の拡散減衰を仮定した結果によるものである. Lindzenは zbより上

では波は飽和しているか砕波の境界にあるかのどちらかであると仮定した;すなわ

ちすべての z > zbでmax|Φ′
zz + κH

−1Φ′
z | = N2 となる. ゆえに拡散による減衰は陽

に ez/2Hの成長と釣り合わなくてはならず, Kは (3.34)の指数関数の項の zの係数
を消去するように選ばれ

K = c4k/2HN3 (3.35)

である. これは (3.27)から

m2K =
N2k2

ω2

(
c4k

2HN3

)
=

c2k
2HN

=

��� ω2Hm

���
が示唆され,すなわち (3.33)は我々がはじめに仮定した |m| � 1/2Hと整合的であ
る. (3.35)を (3.34)に代入すると小さなパラメータ m2K/ωのリーディングオー

ダーにおいて

z > zb に対して Φ
′ = Φ0ezb/2H cos[k(x − ct) + mz] (3.36a)

を得, (3.31)から z > zbに対して

u′ = c−1
Φ0ezb/2H cos[k(x − ct) + mz] (3.36b)

w′ = −
k
m

c−1
Φ0ezb/2H cos[k(x − ct) + mz] (3.36c)

を得る. すなわち Lindzenの飽和仮説は zbよりも上ではそれ以上波の振幅は成長

しないことを示唆している: これは大雑把には中間圏で観測された重力波の振幅と

整合的である. ついでに, (3.36)と (3.30)から, z > zbに対してmax|u′| = |c |であ
ることに注意しよう.

今, (3.36), (3.30), (3.27), (3.35)を用いて

X̄1 ≡ −ρ−1
0 (ρ0u′w′)z; (3.37)

の大きさを見積もると

z > zb に対して X̄1 = c3k/2NH =
N2K

c
(3.38)

であり,一般的にゼロでない定数である. すなわち c > 0ならば砕波高度より上に
(c < 0ならば逆になる)東西平均した波の鉛直運動量フラックスの収束か Eliassen-
Palmフラックスの発散が存在し,これは東西平均流の波が誘発する強制への寄与

を示唆する. また Lindzenは重力波に対しても Kで表される東西平均流へ働く運
動量と熱拡散を仮定した.
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Lindzenの方法はここで与えられたものよりも一般的で,ゆっくりと変化する平

均流 [ū(z), 0, 0]と,ゼロでない子午面方向の波数 lを含む. 一般化した (3.38)は

X̄1 =
(c − ū)3k

2N

[
1
H
+

3 dū/dz
c − ū

]
=

N2K
c − ū

(3.39)

ここで l = 0だが ū , 0である. レーダーによって観測された高度 80 ∼ 90 km付
近の重力波は数分から 1時間程度の周期と 5 ∼ 15 km程度の鉛直波長を持つ. この
ような特徴の波のパラメータをこの式に代入すると, Lindzenの重力波の砕波によ

るありそうな摩擦の効果のパラメタリゼーションは上部中間圏の東西平均循環の

強い強制を示唆し, 観測に従うと, X̄1は数十m s−1 day−1 のオーダーを持つことを

示す.

Lindzenのモデルはかなり単純化されており,本質的には単色の重力波の線形理

論が元になっていることを強調しておく. モデルの妥当性を調べ,重力波砕波の詳

細な非線形の力学とこれらの平均流への効果を理解するために本研究のような数

値実験は強力な手段となる.
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第4章 結果: シアー流が存在しない

場合

4.1 対流と内部重力波の発生

図 4.1,図 4.2,図 4.3にそれぞれ対流圏における温位 θ,水平速度の摂動 δu,鉛直
速度 wを示す. 水平,鉛直スケールが共に約 5 kmのアスペクト比が 1程度の対流
が摂動を与えた領域で発生していることがわかる. このアスペクト比はいわゆる

乾燥対流のセルのアスペクト比と同じ程度になっている. 図 4.4は図 4.3について

z = 60 km まで見たものである. 摂動を与えた領域以外でも対流が起き始め, 高度
5 kmよりも上では x, z方向に特徴的な波数を持った波が発生していることがわか
る. 波は x軸の正の方向,負の方向どちらにも等方的に伝播している. この波につ
いて,z = 12 kmにおいて t = 7000 s ∼ 9000 sの範囲でスペクトル解析を行った結果
が図 4.5である. 西進する波と東進する波が等方的に存在することがわかる. また

t = 8000 sにおいて z = 8 ∼ 15 kmの範囲で鉛直スペクトルを調べた結果 (図 4.6),
鉛直波長は約 7 km (鉛直波数 m = 0.9 × 10−3 m−1)であった. スペクトルのピーク

が見られる波数と振動数について表 4.1にまとめる.

表 4.1: 図 4.5に見られる主な水平波数に対応する波の水平波長, 周期, 水平位相速
度,鉛直群速度.

水平波数 (m−1) 水平波長 (km) 周期 (min) 水平位相速度 (m s−1) 鉛直群速度 (m s−1)

0.9 × 10−3 7 10 11 6

0.4 × 10−3 15 16 15 6

0.2 × 10−3 30 30 15 3

これらのパラメータは,浮力振動数を N2 = 9.4 × 10−4 s−2と仮定した時,内部重

力波の分散関係

ω̂2 =
N2k2

k2 + m2 (4.1)

を満たすことから内部重力波であると考えられる.
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図 4.1: 上から, t = 6000 s, 6500 s, 7000 s,高度 0 ∼ 5 kmにおける温位 θ(K)の等値線

のスナップショット.
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図 4.2: 高度 0 ∼ 10 kmにおける水平速度の基本場からの摂動 δu (m s−1). 時刻は図
4.1と同様.
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図 4.3: 図 4.2と同様.ただし鉛直速度 w (m s−1).
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図 4.4: 図 4.3 と同様. ただし z = 0 ∼ 60 km の範囲において, t = 7500 s(上
段左), 8000 s(上段中央), 8500 s(上段右), 9000 s(下段左), 9500 s(下段中
央),10 000 s(下段右).

mthesis_mmiyuki.tex 2017/02/03



第 4章 結果: シアー流が存在しない場合 29

図 4.5: z = 12 km, t = 7000 s ∼ 9000 sにおける鉛直速度の時空間スペクトル

図 4.6: t = 8000 s, z = 8 ∼ 15 kmにおける鉛直速度の鉛直スペクトル
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図 4.7: t = 16 000 s, 17 000 s, 18 000 s,高度 60 ∼ 120 kmにおける鉛直速度

図 4.8: 図 4.7と同じ時刻,領域における温位の等値線.

4.2 高高度領域における砕波

図 4.7, 4.8はそれぞれ z = 60 ∼ 120 km, t = 16 000 s, 17 000 s, 18 000 sにおける
鉛直速度と温位である. この時刻は前節で解析された内部重力波の鉛直群速度から

推測される,対流から発生した内部重力波がこの高度に到達すると考えられる時刻
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図 4.9: z = 60 km, t = 16 000 s ∼ 18 000 sにおける鉛直速度の時空間スペクトル

図 4.10: t = 17 000 s, z = 50 ∼ 70 kmにおける鉛直速度の鉛直スペクトル
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図 4.11: z = 60 ∼ 120 kmにおける (a)水平速度の基本場 UB(z) からのずれ,(b)運
動量フラックス, (c)運動量フラックスの鉛直微分の逆符号. 点線, 破線, 一
点鎖線はそれぞれ t = 16 000 s, 18 000 s, 20 000 s における値を表し, 実線は
t = 18000 ∼ 20 000 sの時間平均を表す.

である. 高度約 80 ∼ 110 km付近で波の振幅が増大し砕波していることがわかる.
z = 60 km, t = 16 000 ∼ 18 000 sにおいてスペクトル解析を行うと,水平波数,振動
数が z = 12 km, t = 7000 ∼ 9000 sで見られた内部重力波と概ね一致する波が見ら
れる*1. よって砕波している波は対流圏から伝播してきた内部重力波だと考えられ

る. また砕波領域は時間とともに高度が下がっている.

図 4.11は高度 60 ∼ 120 kmの水平速度の摂動 (a),運動量フラックス (b),運動量
フラックスの発散 (c)である. 運動量フラックスは高度とともに減少し,上部中間

圏から下部熱圏にかけて水平速度の東向き・西向きの両方の加速が起きている. こ

こで表 4.1から解析された内部重力波が砕波する際の運動量フラックスの発散を見

積もる. 線形理論において,内部重力波が砕波する際の運動量フラックスの発散は

X̄ =
c3k

2NH
(4.2)

*1ただし z = 12 kmにおける解析で見られた水平波数 0.2 × 10−3 m−1に対応する波は見られない.
これはこの波の鉛直群速度が他の二つの波の半分ほどであり,まだこの領域に到達していないため
であると考えられる.

mthesis_mmiyuki.tex 2017/02/03



第 4章 結果: シアー流が存在しない場合 33

である (Andrews et al. 1987). これを用いて運動量フラックスの発散を見積もる

と k = 0.9 × 10−3 m − 1に対応する波では 2.5 × 10−3 m s−2, k = 0.4 × 10−3 m − 1に
対応する波では 2.8 × 10−3 m s−2となる. これは図 4.11(c)の, t = 18000 ∼ 20 000 s
の平均の値と概ね一致する. よって運動量フラックスの発散は線形理論で予測され

た運動量フラックスの発散と整合的である.
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第5章 結果: シアー流が存在する場合

5.1 対流と内部重力波の発生

図 5.1,図 5.2,図 5.3にそれぞれ対流圏における温位 θ,水平速度の摂動 δu,鉛直
速度 wを示す. 時間とともに幾つかの対流セルが成長しながら背景風によって東

に流されていることがわかる. 温位の擾乱と, 水平速度の摂動, 鉛直速度の強い部

分が一致している. 鉛直速度で見ると, t = 25000, 25800 sにおいて 9から 10個の
セルが見られる. そこでセルの水平サイズは 3 km程度である. これらの時刻にお
いてセルは高度 3 ∼ 4 kmに達しているので, 対流セルのアスペクト比はいわゆる
乾燥対流のセルのアスペクト比と同じ程度になっている. また鉛直速度の最大値が

4 m s−1を超える強いものが 3個見られる.

図 5.4は図 5.3について 30 km までの高度で見たものである. 対流は時間とと
もに強くなり,そこから波が発生していることがわかる. 波は水平波長が約 10 km
で位相線は西に傾いている. この波について z = 12 kmにおいて t = 24 000 s ∼

26 000 s の範囲でスペクトル解析を行うと (図 5.5), 水平波長が 10 km (水平波数
k ∼ 0.6 × 10−4 m−1),周期が約 33 min (振動数ω ∼ 3.0 × 10−3 s−1),水平位相速度が

c = 5 m s−1の波が見られる. ここで固有振動数

|ω̂| = |ω − Ūk | ∼ 1.5 × 10−2 s−1 (5.1)

から固有周期を見積もると, 固有周期が約 7 minであることがわかる. また固有
位相速度は ĉ = c − Ū = −25 m s−1 であることから西進する波である. 図 5.6は

t = 28 000 sにおいて z = 8 ∼ 15 kmの範囲で鉛直スペクトルを調べた結果である.
ここから鉛直波長は約 7 km (鉛直波数m = 0.9 × 10−3 m−1)であることがわかる. こ

れらのパラメータは内部重力波の分散関係 (4.1) を満たすことから内部重力波で

あると考えられる.

z = 12 kmにおいて t = 27 000 s ∼ 29 000 sの範囲でスペクトル解析を行うと (図
5.7),図 5.5よりも振動数,水平波数の大きな東進する波が存在する. この波の水平
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図 5.1: 上から, t = 24 200 s, 25 200 s, 25 800 s, 高度 0 ∼ 5 kmにおける温位 θ (K)の

等値線のスナップショット.
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図 5.2: 高度 0 ∼ 10 kmにおける水平速度の基本場からの摂動 δu (m s−1). 時刻は図
5.1と同様.
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図 5.3: 図 5.2と同様.ただし鉛直速度 w (m s−1).
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図 5.4: 図 5.3 と同様. ただし z = 0 ∼ 30 km の範囲において, t = 24 200 s(左上),
25 000 s(左中央), 25 800 s(左下), 27 500 s(右上), 28 000 s(右中央),28 500 s(右
下).
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図 5.5: z = 12 km, t = 24 000 s ∼ 26 000 sにおける鉛直速度の時空間スペクトル

図 5.6: t = 28 000 s, z = 8 ∼ 15 kmにおける鉛直速度の鉛直スペクトル

図 5.7: z = 12 km, t = 27 000 s ∼ 29 000 sにおける鉛直速度の時空間スペクトル
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図 5.8: x = 0 km, z = 5 ∼ 35 km, t = 24 200 sにおける鉛直速度.

波数のピークは 0.8 × 10−3 m−1と 1.1 × 10−3 m−1に存在し, どちらも内部重力波の

分散関係 (4.1)を満たすことから内部重力波である. この波の位相速度は約12 m s−1

で,これは高度 3 ∼ 4 kmの対流圏上部の水平風の基本場の速度と概ね一致する. こ
の図 5.7で見られる内部重力波について以下の表にまとめておく.

表 5.1: 図 5.7で見られる主な水平波数に対応する波の水平波長,周期,水平位相速度,
鉛直群速度.

水平波数 (m−1) 水平波長 (km) 周期 (min) 水平位相速度 (m s−1) 鉛直群速度 (m s−1)

0.6 × 10−3 10 33 5 2

0.8 × 10−3 8 10 12 6

1.1 × 10−3 5 8 12 6

5.2 内部重力波のクリティカルレベルにおける吸収

図 5.8は x = 0 km, z = 5 ∼ 35 km, t = 24 200 sにおける鉛直速度のプロファイル
である. 図 5.4,図 5.8から,高度 20 km付近で鉛直波長が小さくなり,位相線が水平
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図 5.9: t = 31 000 s, 31 800 s, 32 600 s,z = 0 ∼ 60 kmにおける鉛直速度.
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図 5.10: クリティカルレベル z = 16 ∼ 24 kmにおける (a)水平速度の基本場 UB(z)
からのずれ,(b)運動量フラックス, (c)運動量フラックスの鉛直微分の逆符
号. 点線,破線,一点鎖線はそれぞれ t = 10 000 s, 31 000 s, 32 600 sにおける
値を表し,実線は t = 31000 ∼ 32 600 sの時間平均を表す.

に近づいており, z = 22 km付近で鉛直速度の振幅がゼロになっていることがわか
る. この付近が対流から発生した内部重力波のクリティカルレベルであると考えら

れる. 図 5.9は t = 31 000 s, 31 800 s, 32 600 s,z = 0 ∼ 60 kmにおける鉛直速度であ
る. これから対流圏で発生した重力波がクリティカルレベルである高度 20 km付近
で不安定を起こしており,そから新たに位相線が東に傾いた二次的な波が発生して

いることがわかる. これはBooker and Bretherton (1967)の結果と整合的である.
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図 5.10は高度 16 ∼ 24 kmの水平速度の摂動 (a),運動量フラックス (b),運動量
フラックスの発散 (c)である. 図 5.10(c)の値はブシネスク近似のもとでの平均風

Ū(z, t)と運動量フラックスの関係

∂Ū(z, t)
∂t

≈
−1
ρB(z)

∂(ρBu′w′)

∂z
(5.2)

の右辺である. 図 5.10(a)を見ると z = 18 km 付近で平均風が減速されている
ことがわかる. t = 31 000 sと t = 32 600 sを比較すると, 1600秒間で約 3 m s−1

減速していることがわかる. 図 5.10(b)からは高度 18 ∼ 22 kmで運動量フラッ
クスが減少していることがわかる. 図 5.10(c)は運動量フラックスの発散を表し,

t = 31000 ∼ 32 600 sの平均のピークの値は 3.0 × 10−3 m s−2である. この値を用い

て (5.2)から平均風の減速を見積もると平均風の減速は 1600 sで 4.8 m s−1となり,

図 5.10(a)で見られた減速と概ね一致する.

図 5.11は 16 ∼ 24 kmにおける温位の等値線である. 等温位線の逆転が見られ,
不安定を起こしていることがわかる. これがクリティカルレベル付近の高度のラン

ダムなパターンを作り,次節に見るような二次的な波を放射する.

5.3 二次的な内部重力波の放射

図 5.12は z = 30 km, t = 31000 ∼ 32 600 sにおける鉛直速度の時空間スペクトル
解析である. k = 1.0 × 10−3 m−1(水平波長約6 km), ω = 1.5 × 10−2 s−1(周期約6.7 min)
と k = 1.7 × 10−3 m−1(水平波長約3.5 km), ω = 2.0 × 10−2 s−1(周期約5 min)に大き
なスペクトルのピークが見られる. また k = 0.2 × 10−3 m−1(水平波長約30 km), ω =

1.0 × 10−2 s−1(周期約10 min)にも小さなピークが見られる. 鉛直方向の時空間ス
ペクトル解析の結果である図 5.13 から, 大きなピークに対応する鉛直波数は約

6.0 × 10−4 m−1,小さなピークに対応する鉛直波数は約 4.0 × 10−4 m−1であると考え

られる. これらの内部重力波について表 5.2にまとめておく.

表 5.2: 図 5.12で見られる主な水平波数に対応する波の水平波長,周期,水平位相速
度,鉛直群速度.

水平波数 (m−1) 水平波長 (km) 周期 (min) 水平位相速度 (m s−1) 鉛直群速度 (m s−1)

1.0 × 10−3 6 6.7 15 7

1.7 × 10−3 3.5 5 11 3.4

0.2 × 10−3 30 10 50 20

これらの値はそれぞれ分散関係式 (4.1)を満たしていることから内部重力波であ

ると考えられる. また大きなピークの水平位相速度はクリティカルレベルにおける
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図 5.11: t = 10 000 s, 31 000 s, 32 600 sにおける温位の等値線 (K).
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図 5.12: z = 30 km, t = 31000 ∼ 32 600 sにおける鉛直速度の時空間スペクトル.

図 5.13: z = 25 ∼ 45 km, t = 31000 ∼ 32 600 sにおける鉛直速度の時空間スペクトル.
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図 5.14: 水平領域を 90 kmに広げた場合の, z = 30 km, t = 32000 ∼ 34 000 sにおける鉛直速度の時
空間スペクトル.

東西平均流の速度と概ね一致しており,波源での平均流の速度が位相速度を決める

と考えられる.

一方小さなピークを持つ波は水平波長が 30 kmと長く, 位相速度もかなり大き
い. この波は Goya and Miyahara (1999) でも見られ, 波長 5 ∼ 6 km程度の重
力波どうしの非線形相互作用である可能性が言及されていた. しかし Goya and

Miyahara(1999)では詳しい議論がなされていないこと,水平波長が水平領域の大

きさと一致していることから, 水平領域を 90 kmに広げた場合についても計算を
行った. 図 5.14は水平領域を 90 kmに広げた場合の水平方向の時空間スペクトル
である. 水平領域が 30 kmの場合と同様に水平波数 1 × 10−3 ∼ 1.8 × 10−3 m−1の範

囲に大きなピークを持ち,水平波数 0.1×10−3 ∼ 0.5 × 10−3 m−1の範囲に小さなピー

クを持つことがわかる. この小さなピークに対応する波長は 10 ∼ 40 kmであり,波
長 5 ∼ 6 kmの波が非線形相互作用を起こした場合に発生すると考えられる波長と
一致する. このことから,水平領域が 30 kmの場合の波長 30 kmの波は,領域によっ
て波長が制限されている可能性はあるが,非線形相互作用によって発生した波であ

ると考えられる.
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図 5.15: t = 38 000 s, 39 000 s, 40 000 s,高度 60 ∼ 120 kmにおける鉛直速度

図 5.16: 図 5.15と同じ時刻,領域における温位の等値線.

mthesis_mmiyuki.tex 2017/02/03



第 5章 結果: シアー流が存在する場合 48

図 5.17: z = 60 ∼ 120 kmにおける (a)水平速度の基本場UB(z)からのずれ,(b)運動
量フラックス, (c)運動量フラックスの鉛直微分の逆符号. 点線,破線はそれ
ぞれ t = 37 000 s, 39 000 sにおける値を表し,実線は t = 39000 ∼ 41 000 sの
時間平均を表す.

5.4 高高度領域における砕波

5.4.1 砕波による平均流加速

図 5.15, 5.16はそれぞれ z = 60 ∼ 120 km, t = 38 000 s, 39 000 s, 40 000 sに
おける鉛直速度と温位である. 位相線が東へ傾いている波であることから, クリ

ティカルレベルから発生した二次的な内部重力波がさらに高高度へ伝播し,高度約

80 ∼ 110 km付近で振幅が増大し砕波していることがわかる. また砕波領域は時間
とともに高度が下がっている. 図 5.17は高度 60 ∼ 120 kmの水平速度の摂動 (a),
運動量フラックス (b),運動量フラックスの発散 (c)である. ここから内部重力波の

砕波によって東向きの風が誘発されていることがわかる. 運動量フラックスは高度

とともに減少し,上部中間圏から下部熱圏にかけて東向きの加速が起きている. ク

リティカルレベルにおける平均流加速の考察と同様に,図 5.17(a), (c)から平均流

の加速を見積もる. 図 5.17(a)からは 2000 sあたり 10 m s−1の水平風の加速が起き
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ていることがわかる. また図 5.17(c)から t = 39000 ∼ 41 000 sの平均のピークの
値は 2.0 × 10−2 m s−2と見積もられ,これらの値から 2000 sあたりの加速は 40 m s−1

となる. したがって図 5.17(a)から見積もられる値とオーダーは一致している.

5.4.2 砕波高度についての考察

5.3節で得られた二次的な内部重力波のパラメータを用いて砕波高度を見積もり,

計算結果との比較を行う.

線形理論における砕波高度 (3.30)と偏波関係式 (3.25b)より, wの振幅から見積

もられる砕波高度は

zb = 2H ln
��� ω
mŵ

���. (5.3)

ここで ŵは鉛直速度の振幅である. スケールハイトを H = 7 kmとし,図 5.13から
ω = 0.02 s−1, m = 0.6 × 10−3 m−1, ŵ = 0.06 m s−1を (5.3)代入すると, zb ∼ 80 km
となる. これは計算結果と概ね一致している.

また t = 31 000 s, z = 30 kmにおいて鉛直群速度が 7 m s−1であることから,砕波

高度 80 kmに到達する時刻は約 t = 39 000 sであると見積もられる. これも砕波が
始まる時刻と整合的である. これらの結果から計算結果と Lindzen (1981)の線形

理論は整合的であるといえる.
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第6章 まとめ

本研究では非線形・非静力学・圧縮性の鉛直２次元モデルを作成し,対流で発生

した内部重力波が中層大気まで伝播し,中層大気の運動に与える影響を調べた. 東

西風がない場合と,対流圏において理想的な東西風分布を持つ場合を設定し,対流

からの内部重力波の生成と伝播,クリティカルレベルにおける波の吸収,クリティ

カルレベルから新たに発生する内部重力波の高高度伝播,さらに中間圏界面付近で

の砕波とそこでの平均東西風の生成が確認できた.

まず平均流が存在しない場合について述べる. 高度 12 km付近でスペクトル解
析を行った結果,水平波数 9 × 10−4 m−1,鉛直波数 9 × 10−4 m−1,振動数 1 × 10−2 s−1

の波と水平波数 9 × 10−4 m−1, 鉛直波数 9 × 10−4 m−1, 振動数 1 × 10−2 s−1の波が見

られた. これは重力波の分散関係を概ね満たしているため重力波であると考えられ

る. また高度 80 ∼ 110 km付近において伝播してきた波の砕波が見られた. 砕波領
域における運動量フラックスの発散は 3 × 10−3 m s−2であり,これは線形理論から

見積もられる運動量フラックスの発散と整合的である.

次に平均流が存在する場合について述べる. 高度 12 km付近でスペクトル解析
を行った結果,水平波数 6 × 10−4 m−1,鉛直波数 9 × 10−4 m−1,振動数 3 × 10−3 s−1の

波が見られた. これは重力波の分散関係を概ね満たしているため重力波であると

考えられる. またこの波の水平位相速度は 5 m s−1である. この波のクリティカル

レベルと考えられる高度 20 km付近で波の吸収が行われていることが確認できる.
水平速度の摂動, 運動量フラックス, 運動量フラックスの発散を調べた. 水平速度

の摂動から 1600 sあたり 2 m s−1の西向き加速があることがわかった. また運動量

フラックスの発散は 3 × 10−3 m s−2である. これらの値は水平風の加速は運動量フ

ラックスの発散によって生じていることを示している. 次にクリティカルレベルか

ら発生した二次的な波について調べた. 高度 30 km付近においてスペクトル解析を
行った結果,水平波数,鉛直波数,振動数がそれぞれ 1.0 × 10−3 m−1, 1.3 × 10−3 m−1,

1.5 × 10−2 s−1 の波と 1.7 × 10−3 m−1, 6 × 10−4 m−1, 2 × 10−2 s−1の波が見られた. こ

れらの波は対流で発生した内部重力波よりも水平波長が短い. 大気密度の減少に伴

い波の振幅が増大することによって高度 100 ∼ 110 km付近で砕波が起こる. この
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領域における水平速度の摂動,運動量フラックス,運動量フラックスの発散を調べ

ると,水平速度の摂動から 2000 sで 10 m s−1の水平風の東向き加速が見られた. 運

動量フラックスの発散の平均値は 2 × 10−2 m s−2 である. これらの値は概ね整合的

であり,水平風の加速は運動量フラックスの発散によって生じていることを示して

いる. この運動量フラックスの発散は観測に比べて一桁程度大きい. また平均風が

ない場合に対流圏から伝播してきた内部重力波によるものと比べた場合にもこち

らのほうが一桁程度大きい. しかしながら下層から上層へ十分な量の運動量が輸送

されていることが示された.
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付 録A Goya & Miyahara (1999)の

方程式の導出

Goya & Miyahara (1999)で扱う方程式系を導出する. 鉛直 2次元の系を考える

と運動方程式は

Du
Dt
= −

1
ρ

∂p
∂x
+ Du, (A.1)

Dw

Dt
= −

1
ρ

∂p
∂z

− ρg + Dw (A.2)

である. 連続の式は
Dρ
Dt
+ ρ

(
∂u
∂x
+
∂w

∂z

)
= 0 (A.3)

である. 熱力学の式は

cp
DT
Dt
=

1
ρ

Dp
Dt
+ DT (A.4)

である. また理想気体の状態方程式は

p = ρRT (A.5)

である. 記号は以下のとおりに定義している:

u :水平速度,
w :鉛直速度,
p :圧力,
ρ :密度,
T :温度,

Du,w,T :散逸の効果.

(2.3a), (2.3b)を用いて (A.3), (A.5)を書き換えると

∂ρ

∂t
+
∂ũ
∂x
+
∂w̃

∂z
= 0, (2.1d)

mthesis_mmiyuki.tex 2017/02/03



付 録A Goya & Miyahara (1999)の方程式の導出 54

p = RT̃ (2.1e)

となる.

(2.1a), (2.1b)を導出する. (A.1)の物質微分を展開し, (2.3a), (2.3b)を用いて

整理すると

ρ

(
∂u
∂t
+ u
∂u
∂x
+ w
∂u
∂z

)
= −
∂p
∂x
+ ρDx

∂ũ
∂t
= −
∂ũu
∂x

−
∂ũw
∂z
+ u

(
∂ρ

∂t
+
∂ũ
∂x
+
∂w̃

∂z

)
−
∂p
∂x
+ ρDu (A.6)

ここで
∂ũ
∂t
=
∂

∂t
(δũ + ũB) =

∂δũ
∂t

であることと, (2.1d)を用いると (A.6)は

∂δũ
∂t
= −
∂ũu
∂x

−
∂ũw
∂z

−
∂p
∂x
+ ρDu (A.7)

と書ける. (A.2)も同様に変形すると

∂δw̃

∂t
= −
∂w̃u
∂x

−
∂w̃w

∂z
−
∂p
∂z

− ρg + ρDw (A.8)

である.

(2.1c)を導出する. (2.1e)の物質微分をとると

Dp
Dt
= R

DT̃
Dt
.

これを用いて (A.4)から Dp/Dtを消去すると,

ρcp
DT
Dt
= R

DT̃
Dt
+ ρDT

cp

(
DT̃
Dt

− T
Dρ
Dt

)
= R

DT̃
Dt
+ ρDT (A.9)

である. これに (A.3)を用い,物質微分を微分を展開して整理すると,

cv
DT̃
Dt
= −cpT̃

(
∂u
∂x
+
∂w

∂z

)
+ ρDT

∂δT̃
∂t
= −
∂ũT
∂x

−
∂w̃T
∂z

−
RT̃
cv

(
∂u
∂x
+
∂w

∂z

)
+
ρ

cv
DT (A.10)
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となる.

∂δũ
∂t
= −
∂ũu
∂x

−
∂ũw
∂z

−
∂p
∂x

− KH
∂4δũ
∂x4 + KV

∂2δũ
∂z2 − R f δũ (2.1a)

∂δw̃

∂t
= −
∂w̃u
∂x

−
∂w̃w

∂z
−
∂p
∂z

− ρg − KH
∂4δw̃

∂x4 + KV
∂2δw̃

∂z2 − R f δw̃ (2.1b)

∂δT̃
∂t
= −
∂ũT
∂x

−
∂w̃T
∂z

−
RT̃
cv

(
∂u
∂x
+
∂w

∂z

)
− KH

∂4δT̃
∂x4 + KV

∂2δT̃
∂z2 − αδT̃ (2.1c)

∂ρ

∂t
+
∂ũ
∂x
+
∂w̃

∂z
= 0, (2.1d)

p = RT̃ (2.1e)
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付 録B 差分化の方法と精度について

B.1 一階微分

水平方向・鉛直方向ともに差分化には中央差分近似を用いる. 格子間隔を ∆xと
すると,一階微分は

∂ f
∂x
=

f (x + ∆x) − f (x − ∆x)
2∆x

(B.1)

と表される. f (x + ∆x)と f (x − ∆x)をそれぞれ二次の項まで Taylor展開し, (B.1)
に代入すると

∂ f
∂x
=

1
2∆x

[{
f (x) +

∂ f
∂x
∆x +

1
2!
∂2 f
∂x2∆x2 + O(∆x3)

}
−

{
f (x) −

∂ f
∂x
∆x +

1
2!
∂2 f
∂x2∆x2 − O(∆x3)

} ]
=
∂ f
∂x
+ O(∆x2) (B.2)

となるので,この近似は ∆xについて二次精度の近似である.

B.2 二階微分

二階微分の中央差分近似を導出する. 二階微分は一階微分の差分として表すこと

ができるので,

∂2 f
∂x2 =

1
∆x

[
∂

∂x
f
(
x +
∆x
2

)
−
∂

∂x
f
(
x −
∆x
2

) ]
=

1
∆x

[
f (x + ∆x) − f (x)

∆x
−

f (x) − f (x − ∆x)
∆x

]
=

f (x + ∆x) − 2 f (x) + f (x − ∆x)
∆x2 (B.3)
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である. f (x + ∆x), f (x − ∆x)を 3次の項までTaylor展開すると

f (x ± ∆x) = f (x) ±
∂ f
∂x
∆x +

1
2!
∂2 f
∂x2∆x2 ±

1
3!
∂3 f
∂x3∆x3 + O(∆x4) (B.4)

となるので, (B.3)に代入して整理すると

∂2 f
∂x2 =

1
∆x2

[
1
2!
∂2 f
∂x2 2∆x2 + O(∆x4)

]
=
∂2 f
∂x2 + O(∆x2) (B.5)

となり, (B.3)は ∆xについて二次精度の近似であることがわかる.

B.3 四階微分

f (x+∆x/2), f (x−∆x/2)での三階微分の差分を考える. f (x+∆x/2), f (x−∆x/2)
の三階微分は (B.3)を用いてそれぞれ

∂3

∂x3 f (x + ∆x/2) =
1
∆x

[
∂2 f (x + ∆x)
∂x2 −

∂2 f (x)
∂x2

]
=

f (x + 2∆x) − 3 f (x + ∆x) + 3 f (x) − f (x − ∆x)
∆x3 , (B.6)

∂3

∂x3 f (x − ∆x/2) =
1
∆x

[
∂2 f (x)
∂x2 −

∂2 f (x − ∆x)
∂x2

]
=

f (x + ∆x) − 3 f (x) + 3 f (x − ∆x) − f (x − 2∆x)
∆x3 (B.7)

である. (B.6), (B.7)を用いると f (x)の四階微分は

∂4 f
∂x4 =

1
∆x

[
∂3

∂x3 f (x + ∆x/2) −
∂3

∂x3 f (x − ∆x/2)
]

=
f (x + 2∆x) − 4 f (x + ∆x) + 6 f (x) − 4 f (x − ∆x) + f (x − 2∆x)

∆x4 (B.8)

と書ける. また f (x ± 2∆x), f (x ± ∆x)を 5次の項まで展開すると,

f (x ± 2∆x) = f (x) ±
∂ f
∂x

(2∆x) +
1
2!
∂2 f
∂x2 (2∆x)2 ±

1
3!
∂3 f
∂x3 (2∆x)3

+
1
4!
∂4 f
∂x4 (2∆x)4 ±

1
5!
∂5 f
∂x5 (2∆x)5 + O(∆x6), (B.9)

f (x ± ∆x) = f (x) ±
∂ f
∂x
∆x +

1
2!
∂2 f
∂x2∆x2 ±

1
3!
∂3 f
∂x3∆x3

+
1
4!
∂4 f
∂x4∆x4 ±

1
5!
∂5 f
∂x5∆x5 + O(∆x6). (B.10)
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これを (B.8)に代入して整理すると

∂4 f
∂x4 =

2
∆x4

[{
1
2!
∂2 f
∂x2 (2∆x)2 +

1
4!
∂4 f
∂x4 (2∆x)4

}
−4

{
1
2!
∂2 f
∂x2∆x2 +

1
4!
∂4 f
∂x4∆x4

}
+ O(∆x6)

]
=
∂4 f
∂x4 + O(∆x2) (B.11)

となるので,この近似は ∆xについて二次精度を持つ.
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付 録C スペクトル解析

C.1 直接法

離散的で有限な区間で定義された関数 x(ti)を考える. 離散時間間隔を∆t,データ
の個数を Nとすると,基本周期T = N∆tとなる. 独立変数は ti ≡ (i − 1)∆tの点で定
義される. これのフーリエ級数展開は

x(ti) =
a0
2
+

m∑
n=1

(
an cos

2π
T

nti + bn sin
2π
T

nti

)
(1 ≤ m ≤ N/2), (C.1)

an =
2
T

∫ T

0
x(ti) cos

2π
T

ntidt

=
2∆t
T

N∑
i=1

x(ti) cos
2π
T

nti, (C.2)

bn =
2
T

∫ T

0
x(ti) sin

2π
T

ntidt

=
2∆t
T

N∑
i=1

x(ti) sin
2π
T

nti (C.3)

となる. ただし, mを N/2まで取ったときは bN/2 ≡ 0である. ここから解像できる
最小の周期は 2∆tであることがわかる. この周波数 fN ≡ 1/(2∆t)をナイキスト周
波数という. ある周波数 fn = 1/n∆tの変動の強さは振幅 X( fn) =

√
a2

n + b2
nで表さ

れる. その周波数の持つ変動の強さを表したものをスペクトル (spectrum)という.

一般的には取扱が簡単な |X( fn)|を二乗した量,すなわち

|X( fn)|2 = a2
n + b2

n (C.4)

がスペクトルとして用いられる場合が多い. 直接法はデータを直接フーリエ変換

し,スペクトルを求める方法である. 現在では計算の高速化のために高速フーリエ

変換 (FFT)を用いて行われる場合が多い. また誤差を減少させるために平滑化を

行ったりテーパーと呼ばれる重みをつけたりする場合もある.
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C.2 Blackman-Tukey 法

Blackman-Tukey法は自己共分散関数のフーリエ変換によってパワースペクト

ルを推定する方法である.「自己共分散関数のフーリエ変換はスペクトルであり,ス

ペクトルの逆フーリエ変換は自己共分散関数である」というWiener-Khintchine

の関係に基づいている. この関係から, 自己共分散関数, あるいはその規格化され

た関数である自己相関関数で示される情報はすべてスペクトル中に存在している

といえる.

まず無限のデータがあると考える. これを x(ti)とする. このとき自己共分散関数
は以下のように定義される:

C(τ) ≡ lim
N→∞

1
N

N∑
i=1

x(ti)x(ti + τ). (C.5)

このときC(0)は定義から x(ti)の分散であり, r(τ) ≡ C(τ)/C(0)はラグ相関である. 自
己共分散関数の定義から, C(τ) = C(−τ),すなわち偶関数であること, |C(τ)| ≤ C(0)
であることは自明である.

次にパワースペクトル密度関数 S( f )を定義する. それは先程述べたように自己
共分散関数のフーリエ変換として定義される:

C(τ) =

∫ ∞

−∞

S( f )ei2π f τdf = 2
∫ ∞

0
S( f ) cos(2π f τ)df , (C.6)

S( f ) =
∫ ∞

−∞

C(τ)e−i2π f τdτ = 2
∫ ∞

0
C(τ) cos(2π f τ)dτ. (C.7)

このように自己共分散関数とパワースペクトルは互いにフーリエ変換の関係にあ

る. ただし普通に言うパワースペクトル密度関数はこの S( f )を 2倍して,正の周波
数のみで定義された片側スペクトル

G( f ) = 2S( f ) (0 ≤ f < ∞) (C.8)

で定義されるものである. G( f )を使うと, (C.6), (C.7)は次のようになる:

C(τ) =

∫ ∞

0
G( f ) cos(2π f τ)df , (C.9)

G( f ) = 4
∫ ∞

0
C(τ) cos(2π f τ)dτ (0 ≤ f < ∞). (C.10)

また

C(0) =
∫ ∞

0
G( f )df (C.11)
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となるから,パワースペクトル密度関数の積分が分散に等しい.

次にデータレコードが有限である場合を考える. すなわちデータを xi (i = 1, 2, · · · , N)

として時間間隔を ∆tとする. ラグが l(≥ 0)のとき,自己共分散関数は

Ĉ(l) =
1

N − l

N−l∑
i=1

xi xi+l (C.12)

と書ける. lの定義域は, lに負を許して 0 ≤ |l | ≤ M < N/2であり (−M ≤ l ≤ M),
最大周期は 2M∆tである. 次に (C.10)を離散化すると

Ĝ(k) = 4

[
1
2

Ĉ(0) +
M−1∑
l=1

Ĉ(l) cos
(
2π

k
2M∆t

l∆t
)
+

1
2

Ĉ(M) cos
(
2π

k
2M∆t

M∆t
) ]
∆t

= 4

[
1
2

Ĉ(0) +
M−1∑
l=1

Ĉ(l) cos
(
πkl
M

)
+

1
2

Ĉ(M) cos (πk)

]
∆t

= 4

[
1
2

Ĉ(0) +
M−1∑
l=1

Ĉ(l) cos
(
πkl
M

)
+

1
2

Ĉ(M)(−1)k

]
∆t

= 4∆t

[
M∑

l=0
Ĉ(l) cos

(
πkl
M

)
· δl

]
for k = 0, 1, 2, · · · ,M (C.13)

ここで

δl =

{
1 for l = 1, 2, · · · ,M − 1
1/2 for l = 0,M

である. ∆ f は最大周期が 2M∆tであることより ∆ f = 1/(2M∆t) = fN/Mを使って
いる. スペクトルは周波数 fk = k/(2M∆t) = k fN/M for k = 0, 1, 2, · · · ,Mの M + 1
個で見積もっていることになる. (C.13)を見ると Ĝ(k)は多くの成分の加重平均で
ある事がわかる. ここからこの方法によるパワースペクトルは安定したスペクトル

の推定を与えることがわかる.

実際にデータ処理を行う場合は適切なラグ・ウィンドウ (lag window)またはス

ペクトル・ウィンドウを用いる必要がある. 有限長さ Pのデータからの共分散関数
の計算は |τ | ≤ τm < Pの範囲で打ち切られる. これは無限ラグの自己共分散関数に

W0(τ) =

{
1 (|τ | ≤ τm)

0 (|τ | > τm)
(C.14)
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のような箱型の関数を掛けていることと等価である. これをラグ・ウィンドウと呼

ぶ. スペクトル・ウィンドウはこのラグ・ウィンドウのフーリエ変換である. 有限

のラグで得られた共分散関数をC0(τ) (|τ | ≤ τm)とし, τを無限まで取った共分散関

数をC(τ)で表すとき,これを式で表現すると

C0(τ) = W0(τ)C(τ) (C.15)

となる. これをフーリエ変換するとスペクトルが得られるが,手続きは前と同じで

ある. すなわちC0(τ), W0(τ), C(τ)のフーリエ変換をそれぞれ S0( f ), Q0( f ), S( f )と
すると, (C.15)のフーリエ変換は

S0( f ) =
∫ ∞

−∞

Q0( f − f ′)S( f ′)df ′ (C.16)

となる. このQ0( f )がラグ・ウィンドウのフーリエ変換なので,ここでのスペクト
ル・ウィンドウである. S0( f )は真のスペクトル S( f )とスペクトル・ウィンドウ
Q0( f )のたたみ込みとなっている. したがってQ0( f )は f = 0付近でのみ値を持ち,
ほかはゼロになっていることが望ましい. 特に連続的なデータはデルタ関数,離散

的なデータでは

Q00( f ) =

{
1/∆ f = τm (| f | ≤ 0.5∆ f )

0 (| f | > 0.5∆ f )
(C.17)

であれば全く歪みがない. しかし実際のQ0( f )は

Q0( f ) =
∫ ∞

−∞

W0(τ)e−i2π f τdτ =
∫ τm

−τm

e−i2π f τdτ = 2τm
sin(2π f τm)

2π f τm
(C.18)

であり, 長い裾部を持ち, その一部が負の値となる. これは真のスペクトルを大き

く歪ませ,強いスペクトルのピークの周辺に負のスペクトルを与えることになる.

このようなことから,望ましいラグ・ウィンドウが色々と提案されており, Han-

ningウィンドウや Hammingウィンドウがよく使われる. |τ |が大きくなるに連れ

て徐々に減衰する関数となっている. すなわち適当なウェイトを自己共分散関数に

かけて平滑化することに対応している.
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