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1層浅水モデルの方程式

ここでは，Vallis, 20171を参考に，1層浅水モデルの方程式を導出する．

1 1層浅水モデルの概要

浅水系では流れの水平スケールが層の厚さに比べ，かなり大きく，密度が一定の流
体層を考える．水平流速や圧力変化は深さによらず，静水圧近似がなりたつと考え
る．具体的には図 1に示すような流体層である．ここで，hは流体層の厚さ，Hは
流体層の平均の厚さ，ηは自由表面の高さ，ηbは下部剛体境界の高さである．z = 0

の基準面のとりかたは任意であるが，典型的には ηbの高さの平均が 0になる面を
用いる．∆ηは自由表面平均からのずれである．すなわち，η = ηb + h = H +∆η

である2．

図 1: 1層浅水方程式系の模式図

1Atmospheric and Oceanic Fluid Dynamics, 2nd edition.第 3章浅水方程式系と等エントロピー座
標 Cambridge University Press.

2Williamson et al. (1992)では h → h∗, η → h, ηb → hs と表記しているが，ここでは Vallisの表
記に従う．
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3 連続の式 2

2 運動量の式

鉛直方向の運動量の式は静水圧平衡の式

∂p

∂z
= −ρg (2.1)

である．(2.1)を zについて積分すると，密度一定より

p(x, y, z, t) = −ρgz + p0. (2.2)

流体の上端 z = ηでの圧力は上部にのっている流体の重さできまる．考えている
層の上にある流体の密度は無視できると考えれば，z = ηで p = 0である．すなわ
ち，(2.2)は

p(x, y, z, t) = ρg(η(x, y, t)− z). (2.3)

(2.3)より，水平圧力勾配は高さに依存しないことがわかる．すなわち

∇zp = ρg∇zη, (2.4)

∇z =

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
. (2.5)

回転の効果を含む非粘性流体の運動量の式は

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −fk × u− 1

ρ
∇zp. (2.6)

ここで，kは z方向の単位ベクトルである．(2.6)に (2.4)を代入すると

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −fk × u− g∇zη (2.7)

となる．これはWilliamson et al. (1992)の (8)式と一致する．

3 連続の式

図 2のように高さ h,断面積Aの流体柱に含まれる質量は∫
A

ρh dA. (3.1)

移流によって，流体柱に流体が出入りする場合，そのフラックスは流体柱の質量
変化と等しくなければならない．浅水系の場合，流体の密度は定数なので，流体
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3 連続の式 3

図 2: 1層浅水方程式系において，流体中に含まれる質量の模式図

柱の質量が増加するということは流体柱の高さが増加する．流体柱への質量の流
入は

Fm = −
∫
S

ρu · dS. (3.2)

ここで，Sは流体柱の鉛直境界領域である．流体柱の表面領域は hnδlの面積要素
で構成される．δlは円柱を囲む線要素，nは境界に垂直な単位ベクトルであり,領
域の外側を向いている3.面積要素を導入すると (3.2)は

Fm = −
∮

ρhu · n dl. (3.3)

2次元のガウスの発散定理より

Fm = −
∫
A

∇·(ρhu) dA (3.4)

となる．ここでAは流体柱の底面の面積である．流体柱の質量変化は

Fm =
d

dt

∫
ρ dV

=
d

dt

∫
A

ρh dA

=

∫
A

ρ
∂h

∂t
dA. (3.5)

密度が一定で (3.4)と (3.5)が等しいため∫
A

[
∂h

∂t
+∇·(hu)

]
dA = 0. (3.6)

積分領域は任意であるため，被積分関数は 0にならなければならない．よって

∂h

∂t
+∇·(hu) = 0． (3.7)

3流体柱から流体が出ることを正にとるため，フラックスにはマイナスがつく．
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3 連続の式 4

� �
・運動量の式　

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −fk × u− g∇zη　 (2.7)

・連続の式　
∂h

∂t
+∇·(hu) = 0． (3.7)� �
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4 渦度発散型への変形 5

4 渦度発散型への変形

Williamson et al. (1992)を参考に，運動量の式と連続の式を渦度と発散を用いた形
に書きかえる．図 3に示す球座標系ではデカルト座標で表された点からの微小な
座標変化 (δx, δy)が (r cosϑδλ, rδϑ)で書かれる4．物質微分，発散，勾配，回転は
以下のように書かれる．

Dϕ

Dt
=

∂ϕ

∂t
+

u

a cosϑ

∂ϕ

∂λ
+

v

a

∂ϕ

∂ϑ
, (4.8)

∇·A =
1

a cosϑ

[
∂Aλ

∂λ
+

∂(Aϑ cosϑ)

∂ϑ

]
, (4.9)

∇ϕ =
i

a cosϑ

∂ϕ

∂λ
+

j

a

∂ϕ

∂ϑ
, (4.10)

∇×A =
1

r2 cosϑ

∣∣∣∣∣∣∣
ir cosϑ jr k

∂
∂λ

∂
∂ϑ

∂
∂r

Aλr cosϑ Aϑr Ar

∣∣∣∣∣∣∣ . (4.11)

図 3:球座標系

4図 3では z方向にも次元を持つが，浅水系の場合，運動の鉛直のスケールはかなり小さいと近
似しているため，2次元で考えられる．
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4 渦度発散型への変形 6

図 4:自転角速度ベクトル

また，局所デカルト座標系では図 4のように自転角速度ベクトルと座標軸が一致
していない為，自転角速度ベクトルは以下のように 2成分に分けられる．

Ω = Ω(j cosϑ+ k sinϑ). (4.12)

さらに，単位ベクトル自体も場所に応じて，変化する為，その効果も加えないと
いけない．物質微分に対する単位ベクトルの変化は

Di

Dt
=

u

r cosϑ
(j sinϑ− k cosϑ), (4.13)

Dj

Dt
= −i

u

r
tanϑ− k

v

r
, (4.14)

Dk

Dt
= i

u

r
+ j

v

r
(4.15)

単位ベクトルの変化と自転角速度ベクトルをまとめたコリオリ項は

u成分 =
(
f +

u

a
tanϑ

)
hv　 (4.16)

v成分 = −
(
f +

u

a
tanϑ

)
hu (4.17)
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4 渦度発散型への変形 7

となる5．ここでw = 0をもちいた6．(4.10), (4.16), (4.17)を用い，(2.7), (3.7)を書
きかえると

∂u

∂t
+ (u · ∇)u−

(
f +

u

a
tanϑ

)
v +

g

a cosϑ

∂η

∂λ
= 0, (4.18)

∂v

∂t
+ (u · ∇)v +

(
f +

u

a
tanϑ

)
u+

g

a

∂η

∂ϑ
= 0, (4.19)

∂h

∂t
+ (u · ∇)h+

h

a cosϑ

(
∂u

∂λ
+

∂v cosϑ

∂ϑ

)
= 0. (4.20)

渦度 ζと発散Dは (4.11), (4.9)より

ζ ≡ k · (∇×u)

=
1

a cosϑ

[
∂v

∂λ
− ∂u cosϑ

∂ϑ

]
, (4.21)

D ≡ ∇·u

=
1

a cosϑ

[
∂v

∂λ
+

∂u cosϑ

∂ϑ

]
. (4.22)

ベクトル公式

(u · ∇)u = ∇
(u · u

2

)
+ ζk × u (4.23)

をベクトル形式で書かれた (2.7)に用いると

∂u

∂t
= −(ζ + f)k × u−∇z

(
gη +

u · u
2

)
. (4.24)

(4.24)に k · ∇×と∇·を作用させたものをかくと

∂ζ

∂t
= −∇·(ζ + f)u, (4.25)

∂D

∂t
= k · ∇×(ζ + f)u−∇2

(
gη +

u · u
2

)
(4.26)

5詳しい導出はWilliamson et al. (1992)読書ノート付録 A を参照．
6wを含む形など詳しい部分については Vallis 2.2.2節を参照．
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4 渦度発散型への変形 8

である7．(4.9), (4.11)をもちいて，書きなおせば

∂ζ

∂t
= − 1

a cosϑ

∂

∂λ
[(ζ + f)u]− 1

a cosϑ

∂

∂ϑ
[(ζ + f)v cosϑ], (4.27)

∂D

∂t
=

1

a cosϑ

∂

∂λ
[(ζ + f)v]− 1

a cosϑ

∂

∂ϑ
[(ζ + f)u cosϑ]

−∇2

[
gη +

1

2
(u2 + v2)

]
. (4.28)

ここで，∇2は

∇2 =
1

a2 cosϑ2

∂2

∂λ2
+

1

a2 cosϑ

∂

∂ϑ

(
cosϑ

∂

∂ϑ

)
(4.29)

である．

7(4.24)の右辺第 1項に回転演算子を作用させると

−k̂ · ∇×
[
(ζ + f)k̂× v

]
= −k̂ · ∇×

(ζ + f)

 0
0
1

×

 u
v
w


= −k̂ · ∇×

(ζ + f)

 −v
u
0


= −k̂ ·

(ζ + f)

 −∂u
∂z

−∂v
∂z

∂u
∂x + ∂v

∂y


= −∇·(ζ + f)v.

また，発散演算子を作用させると

−∇·
[
(ζ + f)k̂× v

]
= k̂ · ∇×(ζ + f)v.

ここで，ベクトル公式∇·(A×B) = B · (∇×A)−A · ∇×B を用いた．
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