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要旨

Hannes Alfvén (1942) は流体力学と電磁気学を結び付け磁気流体力学 (MHD)

の基礎を築いた. そして, プラズマにおいて波のような磁場の変動が存在すること
を提唱した. この波が今や Alfvén 波と呼ばれるものである. 本研究では, 磁気流
体が一流体である場合と二流体である場合に分け, それぞれにおける Alfvén 波の
伝播特性に関する考察を行なった.
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第1章 序論

プラズマは気体分子が電離した状態で荷電粒子により構成される. 例えば, 宇
宙空間では質量の 99% 以上を占めており, また地球でも電離層と呼ばれる高度
100 km 付近において存在することが知られている. また, 宇宙空間や地球磁気圏
には磁場が存在することも知られている. プラズマ粒子は磁場中を移動すると磁
場と作用し電流が生じる. そのような作用により様々な波が生じ, 自然界で起こる
プラズマ現象の原動力となっている.

プラズマが存在する領域で起こる諸現象にはプラズマの構造や運動が強く影響
している. プラズマに関する現象を考察する場合, 個々のプラズマ粒子の運動やエ
ネルギーに着目して議論することもあるが, 時間や空間のスケールが大きい問題を
取り扱うならばプラズマ集団を流体とみなして議論することが一般的である. 具
体的には, プラズマ現象のうち, イオンサイクロトロン運動の周期よりもゆっくり
とした時間スケールを持ち, またイオンサイクロトロン運動の半径よりも大きい空
間スケールを持つものを対象とする*1. このとき, プラズマ集団の流体を磁気流体
という. また磁気流体の力学を磁気流体力学 (magneto-hydrodynamics : MHD)と
いう.

本研究では, プラズマ集団を磁気流体とみなすことができるような時間および空
間スケールを伴う現象を取り扱う. そして, 磁気流体中を伝播する波の一つである
Alfvén 波に関して, その特徴をもって様々なモードの波に分類し, それぞれの伝播
特性について考察する.

本論文の構成は以下のとおりである. 第 2 章ではプラズマの基本的な性質と主
な特性量を示す. 第 3 章では, 用いる近似に関する解説と, その近似に基づく磁気
流体の基礎方程式系の導出を行なう. 第 4 章では Alfvén 波に関してシアーモード
と圧縮モードの考察を行ない, 第 5 章では Kinetic Alfvén 波と Inertial Alfvén 波
の考察を行なう. 第 6 章はまとめである.

*1プラズマの諸特性量に関しては 2.2 節参照.
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第2章 プラズマの基本的な性質

2.1 プラズマの定義

プラズマという学名は 1920 年頃, Irving Langmuir により使われ始め, 彼はプラ
ズマの基本的な性質を明らかにした. プラズマは,

• 正と負の荷電粒子群を同時に含む.

• 巨視的な電気的中性が保たれている.

• 荷電粒子群は不規則な熱運動を行なっている.

• プラズマ周波数は衝突周波数よりも高い.

• デバイ長より十分大きい媒質空間である.

の特徴で定義される, 電離した気体分子による媒質である.

2.2 プラズマの主な特性量

2.2.1 サイクロトロン運動の周期とラーマー半径

一様な磁場 B 中に B と垂直な方向に初速度 v で入射された荷電粒子の運動を
考える. 個々の荷電粒子が互いに影響を及ぼすことなく運動するならば, そのとき
一つの荷電粒子には Lorentz 力

F = qv ×B (2.1)
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が働く. ここで q は電荷量である. すると, 荷電粒子の運動方程式は

m
dv

dt
= qv ×B (2.2)

となる. ここで m は荷電粒子の質量である. (2.2)は荷電粒子の円運動を表す運動
方程式である. この円運動のことをサイクロトロン運動という. r, ωc をそれぞれ
サイクロトロン運動の半径, 角周波数とすると v = rωc であり, また v と B は垂
直なので, (2.2)は

mrω2
c = qrωB (2.3)

となる.

(2.3)より,

ωc =
qB

m
(2.4)

となる. したがって, サイクロトロン運動の周期 T は,

T =
2π

ωc

=
2πm

qB
(2.5)

である.

また, (2.3)より,

m
v2

r
= qvB (2.6)

となる. したがって, サイクロトロン運動の半径は

r =
mv

qB
(2.7)

であり, この半径のことをラーマー半径と呼ぶ.

2.2.2 プラズマ周波数

今, イオンは静止し一様な密度 n0 で分布しており, 電子のみが振動する準中性
プラズマを考える. 電子の密度と速度をそれぞれ ne,ve とすると, 電子の連続の
式は

∂ne

∂t
+∇ · (neve) = 0 (2.8)

である. また, 電子の電荷量と質量をそれぞれ e,me, 電場を E とすると, 電子の
運動方程式は

mene
∂ve

∂t
= −eneE (2.9)
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である. ポアソンの方程式は

∇ ·E =
e

ϵ0
(n0 − ne) (2.10)

である. ここで ϵ0 は真空中の誘電率である.

ここで, 物理量を時間と空間に一様な定常項 (添字 0 を付けて表す) と時間と空
間に依存する振動項 (添字 1 を付けて表す) に分ける. つまり,

ne = n0 + ne1 (2.11a)

ve = ve1 (2.11b)

E = E1 (2.11c)

とする. 電子の速度と電場は電子の振動により生じるため, 定常項はゼロとしてい
る. これらを用いて, 連続の式, 運動方程式, ポアソンの方程式を線形化して整理す
ると, それぞれ

∂ne1

∂t
+ n0∇ · ve1 = 0 (2.12)

∂ve1

∂t
= − e

me

E1 (2.13)

∇ ·E1 = − e

ϵ0
ne1 (2.14)

となる.

まず (4.31)の時間微分をとると

∂2ne1

∂t2
+ n0∇ · ∂ve1

∂t
= 0 (2.15)

となる. そして, この式の左辺第二項を (2.13)を用いて置き換えると,

∂2ne1

∂t2
− n0e

me

∇ ·E1 = 0 (2.16)

となる. 最後にこの式の左辺第二項を (2.14)を用いて置き換えると,

∂2ne1

∂t2
+
n0e

2

meϵ0
ne1 = 0 (2.17)

となる. この式は電子の密度の変化に対する振動方程式であり, 周波数を ωpe とす
ると,

ωpe =

(
n0e

2

meϵ0

)1/2

(2.18)

が得られる. この周波数 ωpe を, 電子のプラズマ周波数という.
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同様に, イオンのプラズマ周波数 ωpi は

ωpi =

(
n0e

2

miϵ0

)1/2

(2.19)

である. ここで mi はイオンの質量である.

2.2.3 デバイ長

今, 準中性のプラズマ中に静止したイオンが置かれているとする. このとき, イ
オンの存在のために周囲の電子が移動し電子密度が変化する.

ある領域において, 電子密度が変化すると電気的中性が成り立たなくなる. その
結果, 電位 ϕ が生じ電位はプラズマに対してポアソンの方程式

∇2ϕ = − e

ϵ0
(ni − ne)　 (2.20)

を満たす. ここで, e は電子の電荷量, ϵ0 は真空中の誘電率, ni と ne はそれぞれイ
オンと電子の数密度である. なお今, 電子密度は歪められるが, イオン密度は準中
性条件 ni = n0 に従うと仮定する. 電子が熱力学的平衡にあるとすると, 電子の分
布はボルツマン分布に従うので, 電子の温度を Te, ボルツマン定数を kB とすると

ne = n0 exp

(
eϕ

kBTe

)
(2.21)

である. |eϕ| ≪ kBTe に対して,

ne = n0

(
1 +

eϕ

kBTe

)
(2.22)

と近似できるので, これと (2.20)より

∇2ϕ =
n0e

2

ϵ0kBTe
ϕ (2.23)

となる. この式の左辺は, 次元に関して, 静電位をある特徴的な長さ (λDe) の二乗
で割ったもの (ϕ/λDe) に等しい. そして上式の両辺を比較することで

λDe =

(
ϵ0kBTe
n0e2

)1/2

(2.24)

が導入できる. この特徴的な長さはデバイ長といい, 準中性プラズマ中でイオンの
存在のために電子密度が変化する距離である.
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また同様に, イオンのデバイ長 λDi は

λDi =

(
ϵ0kBTi
n0e2

)2

(2.25)

である. ここで Ti はイオンの温度である.
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第3章 磁気流体力学の基礎方程式系

本研究では, 流体を電気伝導性が非常に良いものとして理想磁気流体と考えるこ
とにする. そこで本章では, 理想磁気流体を考えることにより得られる近似の解説,

そしてその近似に基づく磁気流体の基礎方程式系の導出と磁場の凍結, 各種ドリフ
トに関する解説を行なう.

初めに, 本論文の以降で用いる物理量を以下のように定義しておく:

E :電場

D:電束密度

Φ :磁束

B :磁束密度

J :電流密度

n :電荷の数密度

m :電荷の質量

q :電荷量

µ :透磁率

ϵ :誘電率

σ :電気伝導率

v :速度

ρσ:電荷密度

p :圧力

k :波数ベクトル

ω :周波数

a :音速
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3.1 磁気流体近似と理想磁気流体

プラズマの集団を電磁気力が働く流体 (磁気流体) とみなす近似を磁気流体近似
という. この近似は, イオンのサイクロトロン運動の周期および半径より大きい時
間, 空間スケールを伴う運動に対して適用することができ, プラズマの巨視的な動
きを調べる際に有効である. Alfvén 波は前述の適用条件を満たすような時間およ
び空間スケールを伴うため, 本研究では磁気流体近似を用いる.

また, プラズマの電気抵抗が小さく電気伝導率を無限大とした磁気流体を理想磁
気流体という. 以降の議論では理想磁気流体を考え σ → ∞ が成り立つとする. こ
のとき変位電流は電流に比べて非常に小さく (J ≫ ∂D/∂t) 無視でき, また, 本章
で述べる流体に対する磁場の凍結を取り扱うことができる.

3.2 基礎方程式系

3.2.1 Maxwell の方程式

電磁場に関する Maxwell の方程式は,

∇×E +
∂B

∂t
= 0 (3.1)

∇×B = µJ (3.2)

∇ ·B = 0 (3.3)

である. ここで, (3.2)の右辺において, 磁気流体近似により変位電流を無視した.

3.2.2 Ohm の法則

今, 流体に対して静止した系の量に ′ を付け, 空間に対して静止した系の量には ′

を付けずそのまま表記することにする. 流体に対して静止した系で考えると, Ohm

の法則は
J ′ = σE′ (3.4)

と表される. 空間に対して静止した系で考えると, 速度 v で運動している流体に
対して J ′ = J − ρσv, E

′ = E + v ×B であり, また, 今流体は準中性条件により
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電気的に中性であるとみなせるため ρσ = 0 とできる. したがって, Ohm の法則
(3.4)は

J = σ(E + v ×B) (3.5)

となる.

3.2.3 連続の式

流体の質量保存を表す連続の式は,

∂n

∂t
+∇ · (nv) = 0 (3.6)

である.

3.2.4 運動方程式

運動方程式は, 電場を考慮した単位体積あたりにはたらく Lorentz 力 nq(E +

v ×B) を考慮して,

mn

{
∂v

∂t
+ (v · ∇)v

}
= −∇p+ nq(E + v ×B) (3.7)

と書かれる. ここでは, 力としてプラズマによる圧力勾配力と Lorentz 力を考えて
いる.

上記の運動方程式 (3.7)に関して考察を行う. J ×B を書き換えると,

J ×B = − 1

µ
B × (∇×B)

= − 1

µ

{
1

2
∇(B ·B)− (B · ∇)B

}
= −∇

(
B2

2µ

)
+

1

µ
(B · ∇)B (3.8)

となる. ここで, (3.2)とベクトル解析の公式

B × (∇×B) =
1

2
∇(B ·B)− (B · ∇)B (3.9)

を用いた. (3.8)の右辺について, B2/2µ は磁気圧であるので, 第一項は磁場による
圧力を表す. また第二項は磁気張力を表す.
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最後に, (3.8)より運動方程式 (3.7)を書き換えると,

mn

{
∂v

∂t
+ (v · ∇)v

}
= −∇

(
p+

B2

2µ

)
+

1

µ
(B · ∇)B + nqE (3.10)

となる. したがって, プラズマの加速度運動はプラズマと磁場の圧力勾配力および
磁気張力, 電場により引き起こされることがわかる.

3.2.5 磁気流体の基礎方程式系 (まとめ)

本節で導出した磁気流体の基礎方程式系をここにまとめる:

Maxwellの方程式 : ∇×E +
∂B

∂t
= 0 (3.11a)

∇×B = µJ (3.11b)

∇ ·B = 0 (3.11c)

Ohmの法則 : J = σ(E + v ×B) (3.11d)

連続の式 :
∂n

∂t
+∇ · (nv) = 0 (3.11e)

運動方程式 : mn

{
∂v

∂t
+ (v · ∇)v

}
= −∇p+ nq(E + v ×B) (3.11f)

以上が, 磁気流体の運動と場の時間発展を記述する方程式系である.

3.3 誘導方程式

Maxwell の方程式 (3.11a)と (3.11b), そして Ohm の法則 (3.11d)から誘導方程
式を導くことができる. まず, (3.11b)と (3.11d)から J を消去して整理すると,

E =
1

σµ
∇×B − v ×B (3.12)
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となる. これと (3.11a)より,

∂B

∂t
= −∇×E

= −∇×
(

1

σµ
∇×B − v ×B

)
= ∇× (v ×B)− 1

σµ
∇(∇ ·B) +

1

σµ
∇2B

= ∇× (v ×B) +
1

σµ
∇2B (3.13)

となり, 誘導方程式が導かれた. ここで, ベクトル解析の公式

∇× (∇×B) = ∇(∇ ·B)−∇2B (3.14)

と (3.3)を用いた. 1/σµ を磁気粘性率 (磁気拡散率) と呼ぶ.

今, 理想磁気流体, つまり σ → ∞ を考えるので, 誘導方程式 (3.13)を

∂B

∂t
= ∇× (v ×B) (3.15)

と書くことができる.

3.4 磁場の凍結

前節で導出した誘導方程式 (3.13)の右辺第二項は磁場の拡散を表す. しかし理
想磁気流体を考慮した誘導方程式 (3.15)中には磁場の拡散を表す項が無い. 今, 磁
気流体とともに動く任意の面 S を考えると, その面を貫く磁束は

Φ =

∫
S

B · dS (3.16)

であり, その時間変化は,

DΦ

Dt
=

∫
S

∂B

∂t
· dS +

∫
S

B · ∂(dS)
∂t

=

∫
S

∂B

∂t
· dS +

∫
C

B · (v × dl)

=

∫
S

∂B

∂t
· dS +

∫
C

(B × v) · dl

=

∫
S

{
∂B

∂t
−∇× (v ×B)

}
· dS

= 0 (3.17)
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となる. ここで, C は S の境界に沿った閉曲線であり, dl は C の微小線要素であ
る. また式変形の際に, ベクトル解析の公式

B · (v × dl) = (B × v) · dl (3.18)

とストークスの定理, 誘導方程式 (3.15)を用いた. したがって, S を貫く磁束は保
存され, 磁気流体とともに動くことになる. このことを「磁場の凍結」と呼び, 理
想 MHD 近似が成り立つ場合, プラズマと磁力線が一体となって動くことを意味
している. σ → ∞ と仮定し「磁場の凍結」を考えることは巨視的なプラズマの構
造や運動を議論する際によくなされており, 本研究においてもこれを用いる.

3.5 ドリフト

磁場が存在するプラズマにおいて, プラズマ粒子の運動は磁場の影響を受ける.

プラズマ粒子のサイクロトロン運動の中心が磁場を横切って (v = v⊥) する運動を
ドリフトと呼ぶ. 以下では, 本研究において後に用いる各種ドリフトについて解説
する.

3.5.1 E ×B ドリフト

運動方程式 (3.11f)において, 単一粒子の運動は時間変化の項 dv/dt を無視でき
るほどゆっくりとした時間スケールを伴うとし, また圧力勾配力はゼロとすると,

0 = q(E + v⊥ ×B) (3.19)

となる. これより
E = −v⊥ ×B (3.20)

と書ける. この式の両辺に B との外積をとると,

E ×B = −(v⊥ ×B)×B

= B2v⊥ − (B · v⊥)B

= B2v⊥ (3.21)

となる. ここでベクトル解析の公式

(A×B)×C = (C ·A)B − (C ·B)A (3.22)
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を用いた. (3.21)より E ×B ドリフト

v⊥ =
E ×B

B2
(3.23)

を得る. このドリフトは電荷や質量, 速度に依らないため, 電子とイオンは同じ方
向に同じ速度でドリフトする. ただし回転の向きは反対である.

3.5.2 反磁性ドリフト

運動方程式 (3.11f)において, 先程と同様に dv/dt を無視できるとし, 今度は電
場がゼロとすると,

0 = −∇p+ nqv⊥ ×B (3.24)

である. これより
∇p
nq

= v⊥ ×B (3.25)

となる. この式の両辺に B との内積をとり, E ×B ドリフトを導出したときと同
様に v⊥ を求めると,

v⊥ = −∇p×B

nqB2
(3.26)

を得る. これが反磁性ドリフトである.

3.5.3 分極ドリフト

単一粒子に対して, 運動方程式 (3.11f)の圧力勾配力をゼロとすると,

m
dv⊥

dt
= q(E + v⊥ ×B) (3.27)

と書ける. 今, 電場は時間変化すると考え, 速度を v⊥ = vE×B + vp と分解する.

ここで vE×B は E ×B ドリフトであり, vp は vE×B に比べて小さいものとする.

すると,

m
d(vE×B + vp)

dt
= qE + qvE×B ×B + qvp ×B (3.28)

となる. この式の右辺第二項について,

qvE×B ×B = q
(E ×B)×B

B2
= −qE (3.29)
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であり, これと dvp/dt≪ dvE×B/dt を仮定することにより, (3.28)は,

m
dvE×B

dt
= qvp ×B (3.30)

となる. この式の両辺に B との外積をとり整理すると,

vp = − m

qB2

dvE×B

dt
×B (3.31)

となり, vE×B を書き換えて計算すると,

vp = − m

qB2

d

dt

(
E ×B

B2

)
×B

=
m

qB2

dE

dt
(3.32)

を得る. これが分極ドリフトである.
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第4章 一流体モデルにおける
Alfvén 波

磁気流体中を伝播する Alfvén波は Hannes Alfvén (1942)によって発見された波
であり, 波長のスケールが長く周波数が低いことを特徴とする. 自然界では, オー
ロラや磁気嵐に伴って起こる磁気擾乱の伝播, 太陽コロナにおける磁場変動などと
して観測される.

本章では, 一流体モデルの下での Alfvén 波を考える.

4.1 一流体モデル

電子とイオンに対する連続の式および運動方程式は

∂ns

∂t
+∇ · (nsvs) = 0 (4.1)

と

msns

{
∂vs

∂t
+ (vs · ∇)vs

}
= −∇ps + nsqs(E + vs ×B) (4.2)

である. ここで, 添字 s は電子またはイオンを表し, 電子の場合は e, イオンの場合
は i を添字として書くことにする.

まず磁気流体では, 電子とイオンの質量比 me/mi ≪ 1 とし, 準中性条件 n =

ne = ni が成り立つとする. そして, 電子とイオンを合わせた流体の密度を ρ とし,

ρ = mene +mini = n(me +mi) ≈ nmi とする. すると, 電子とイオンそれぞれの
連続の式の和をとると,

∂ρ

∂t
+∇(ρv) = 0 (4.3)

を得る. ここで流体の速度 v は流体の重心の速度とし, ρv =
∑

s nsmsvs ≈ nmivi

である. また p = pi + pe, J =
∑

s qsnsvs とすると, 電子とイオンそれぞれの運動
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方程式の和は

ρ

{
∂v

∂t
+ (v · ∇)v

}
= −∇p+ J ×B (4.4)

となる. ここで, E の項は電子とイオンの和をとることで打ち消しあう. こうして
一流体の連続の式および運動方程式が得られた.

4.2 基礎方程式系の線形化

流体は時間と空間に一様で静止した状態 (物理量に添字 0 を付けて表す) にあっ
たとする. 今, その状態に時間と空間に依存した微小変動 (物理量に添字 1 を付け
て表す) が加えられたとして,

ρ = ρ0 + ρ1(r, t) (4.5a)

p = p0 + p1(r, t) (4.5b)

v = v1(r, t) (4.5c)

B = B0 +B1(r, t) (4.5d)

とおく. これらを用いて, 基礎方程式 (3.11c), (4.3), (4.4), (3.15)を線形化すると,

∇ ·B1 = 0 (4.6)

∂ρ1
∂t

+ ρ0∇ · v1 = 0 (4.7)

ρ0
∂v1

∂t
+ a2∇ρ1 +

1

µ
B0 × (∇×B1) = 0 (4.8)

∂B1

∂t
= ∇× (v1 ×B0) (4.9)

となる*1. ここで, a は音速である*2.

以降は上記の線形化した基礎方程式系を用いて Alfvén波に関する議論を行なう.

*1運動方程式 (3.11f)の線形化は, Lorentz 力 J ×B を − 1
µB × (∇×B) と書き換えたのちに行

なった.
*2状態変化が断熱的であるとすると, a2 = (∂p/∂ρ)s を用いて

∇p =

(
∂p

∂ρ

)
s

∇ρ = a2∇ρ1

である. これを (3.11f)から (4.8)を導く際に用いた.
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4.3 簡単化した Alfvén 波の波動方程式と伝播メカニ
ズム

4.3.1 波動方程式と Alfvén 速度

ここでは, 非圧縮な運動を伴う波の性質について考察する. そのとき連続の式
(4.7)は,

∇ · v1 = 0 (4.10)

となる.

まず運動方程式 (4.8)を変形し,

ρ0
∂v1

∂t
= −∇

{
p1 +

1

µ
(B0 ·B1)

}
+

1

µ
(B0 · ∇)B1 (4.11)

と書き換える*3. そして (4.11)に ∇ をスカラー的にかけると,

ρ0
∂

∂t
(∇ · v1) = −∇2

{
p1 +

1

µ
(B0 ·B1)

}
+

1

µ
(B0 · ∇)(∇ ·B1) (4.12)

となる. ここで (4.6)と (4.10)を用いると, (4.12)は

∇2

{
p1 +

1

µ
(B0 ·B1)

}
= 0 (4.13)

となる. これを積分し, 任意関数をゼロとすると

p1 +
1

µ
(B0 ·B1) = 0 (4.14)

とすることができる. (4.14)を考慮すると (4.11)は,

∂v1

∂t
=

1

µρ0
(B0 · ∇)B1 (4.15)

となる.

一方, (4.9)は, ベクトル解析の公式を用い (4.10)を考慮すると,

∂B1

∂t
= v1(∇ ·B0)−B0(∇ · v1) + (B0 · ∇)v1 − (v1 · ∇)B0

= (B0 · ∇)v1　 (4.16)

*3(4.11)の詳しい導出は付録 A にて行う.
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となる.

最後に, (4.15)と (4.16)から v1 を消去すれば,

∂2B1

∂t2
=

B2
0

µρ0

∂2B1

∂z2
(4.17)

が得られる*4. また, (4.15)と (4.16)から B1 を消去すれば,

∂2v1

∂t2
=

B2
0

µρ0

∂2v1

∂z2
(4.18)

が得られる. (4.17)と (4.18)はともに z 方向に伝播する波の波動方程式であり, こ
れらの方程式で表される波がシアー Alfvén 波である. この波は磁気張力を復元力
とし, 磁場の変動や流体の速度の変動は磁力線に沿って伝わる. また, 速度の微小
変動について (4.10)より横波である.

(4.17)や (4.18)で表される波の速度は

vA =
B0√
µρ0

(4.19)

であり, vA を Alfvén 速度と呼ぶ.

4.3.2 伝播メカニズム

簡単化した Alfvén 波の伝播のメカニズムを以下に示す.

B0 の方向を z 方向とし, y 方向に速度場の擾乱 v1 が生じたとする. すると
v1 ×B0 の方向, つまり x 方向に電場が生じ, その方向に電流 J1 が生じる. この
電流により J1 ×B0 の方向, つまり −y 方向 (B1 と逆方向) に力 (磁気張力) が生
じ, その磁気張力により v1 は −y 方向に引き戻される (図 4.1).

このようにして振動が生じ波として伝播する. Alfvén 波は磁気張力を復元力と
する波である.

*4(4.17)の詳しい導出は付録 A にて行なう.
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図 4.1: 非圧縮性流体におけるシアー Alfvén 波の伝播の略図.

4.4 Alfvén 波のより一般的な考察

微小振幅の波を考える. まず波の解を仮定する. 微小変動 v1,B1, ρ1 を,

v1,B1, ρ1 ∝ exp(i(k · r − ωt)) (4.20)

を満たす平面波とする. これらを (4.7), (4.8), (4.9)に代入すると,

ρ1 =
ρ0
ω
(k · v1)　 (4.21)

v1 =
a2ρ1
ωρ0

k +
1

µρ0ω
B0 × (k ×B1) (4.22)

B1 =
1

ω
k × (B0 × v1) (4.23)

が得られる. (4.21)と (4.23)を用いて (4.22)から ρ1 と B1 を消去すると,

ω2v1 = a2(k · v1)k +
1

µρ0
[k × {k × (v1 ×B0)}]×B0 (4.24)

が得られる. そして (4.24)の右辺第二項をベクトル解析の公式を用いて変形し, そ
のあと式全体を整理すると,{

1

µρ0
(B0 · k)2 − ω2

}
v1 +

{(
B2

0

µρ0
+ a2

)
k − 1

µρ0
B0(B0 · k)

}
(k · v1)

− 1

µρ0
(B0 · k)(B0 · v1)k = 0 (4.25)
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となる*5.

(4.25)から波の分散関係を得ることができる. 以下では (4.25)を用いて, 速度の
微小変動 v1 の方向によって波を三つのモードに分類する.

4.5 v1 が B0 と k に垂直である場合

このとき,

(k · v1) = 0, (B0 · v1) = 0 (4.26)

であるので, (4.25)より
1

µρ0
(B0 · k)2 − ω2 = 0 (4.27)

を得る. この場合 (4.21)から ρ1 = 0 となるため, 波に伴う運動は非圧縮である. 以
下, B0 を z 方向にとり, k は xz 平面上にあるとする (図 4.2).

図 4.2: B0 は z 方向, k は xz 平面上にある. v1 は B0 と k に垂直である.

*5(4.22)から (4.25)を導出する過程は, 付録 A にて詳述する.
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4.5.1 分散関係と位相速度, 群速度

波の分散関係は, (4.27)から,

ω =
(B0 · k)√

µρ0
(4.28)

であるとわかる. この分散関係で表される波は, シアー Alfvén 波と呼ばれる.

次に位相速度を求める. B0 と k のなす角を θ とすると, 位相速度 vp は

vp =
ω

k
=

B0√
µρ0

cos θ = vA cos θ (4.29)

と求められる. したがって, 位相速度は磁場の方向に最大値 vA となり, 磁場と垂
直な方向には波は伝播しないことがわかる.

最後に群速度を求める. kx, ky, kz を それぞれ波数の x, y, z 成分とし, また ex,

ey, ez をそれぞれ x, y, z 方向の単位ベクトルとすると, 群速度 vg は,

vg =
∂ω

∂k
=

∂ω

∂kx
ex +

∂ω

∂ky
ey +

∂ω

∂kz
ez

=
B0√
µρ0

ez

= vAez (4.30)

となる. したがって, 波は z 方向, つまり磁場の方向にのみエネルギーを伝播する
とわかる.

4.6 v1 が B0 と k が作る平面上にある場合

前節と同様に B0 の方向は z 方向, k は xz 平面上にあり, B0 と k のなす角を
θ とする (図 4.3).

4.6.1 分散関係

今, 流体は圧縮性である. まず図 4.4 のように v1 を B0 と k の方向に分解す
ると,

v1 = v1zez + v1kek (4.31)
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図 4.3: B0 は z 方向, k は xz 平面上にある. v1 は B0 と k が作る平面上にある.

である. ここで, v1z, v1k をそれぞれ v1 の z,k 成分とし, ez, ek をそれぞれ z,k 方
向の単位ベクトルとした.

図 4.4: v1 を B0 と k の方向に分解する.

また,

B0 · k = B0k cos θ (4.32a)

B0 · v1 = B0(v1z + v1k cos θ) (4.32b)

k · v1 = k(v1z cos θ + v1k) (4.32c)
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である. (4.25)に (4.31) ∼ (4.32c)を代入し v2A = B2
0/µρ0 を用いると,

(v2Ak
2 cos2 θ − ω2)(v1zez + v1kek) + {(v2A + a2)k2ek

− v2Ak
2 cos θez}(v1z cos θ + v1k)

− v2Ak
2 cos θ(v1z + v1k cos θ)ek = 0 (4.33)

となり, この式を ez, ek でまとめると,

(ω2v1z + k2v2A cos θv1k)ez

+ (a2k2 cos θv1z + {(v2A + a2)k2 − ω2}v1k)ek = 0 (4.34)

となる. これを満たす解として,

ω2v1z + k2v2A cos θv1k = 0 (4.35)

かつ
a2k2 cos θv1z + {(v2A + a2)k2 − ω2}v1k = 0 (4.36)

が存在する. (4.35)と (4.36)を v1z と v1k に関する連立方程式とみなすと(
ω2 k2v2A cos θ

a2k2 cos θ (v2A + a2)k2 − ω2

)(
v1z
v1k

)
= 0 (4.37)

とできるので, ゼロでない解を持つとすると,∣∣∣∣∣ ω2 k2v2A cos θ

a2k2 cos θ (v2A + a2)k2 − ω2

∣∣∣∣∣ = 0 (4.38)

であることが必要である. この式から

ω4 − k2(v2A + a2)ω2 + k4a2v2A cos2 θ = 0 (4.39)

を得ることができ, これが分散関係である. この分散関係で表される波を圧縮モー
ド Alfvén 波といい, プラズマおよび磁場の圧力と磁気張力を復元力とする.

4.6.2 位相速度

(4.39)を ω2 の 2 次方程式とみなすと, その判別式 D は,

D = k4(v2A + a2)2 − 4a2v2Ak
4 cos2 θ

= k4(v2A − a2)2 + 4a2v2Ak
4 sin2 θ > 0 (4.40)
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となり, また k2(v2A + a2) > 0, k4a2v2A cos2 θ > 0 であるので, (4.39)は異なる二つ
の正の実数解を持ち, その解は,

ω2
f =

1

2
k2[v2A + a2 + {(v2A + a2)2 − 4v2Aa

2 cos2 θ}1/2] (4.41)

と

ω2
s =

1

2
k2[v2A + a2 − {(v2A + a2)2 − 4v2Aa

2 cos2 θ}1/2] (4.42)

である. そのため, 圧縮モード Alfvén 波はさらに二つのモードに分解することが
できる.

位相速度の大きい方を vpf , 小さい方を vps とすると,

v2pf =
(ωf

k

)2
=

1

2
[v2A + a2 + {(v2A + a2)2 − 4v2Aa

2 cos2 θ}1/2], (4.43)

v2ps =
(ωs

k

)2
=

1

2
[v2A + a2 − {(v2A + a2)2 − 4v2Aa

2 cos2 θ}1/2] (4.44)

である. 位相速度 vpf で伝播する波を速進波 (fast mode), 位相速度 vps で伝播す
る波を遅進波 (slow mode) という.

これらの波は vA と a の大小関係によって位相速度が異なる. (4.43)と (4.44)は
θ = 0 において,

v2pf =
1

2
[v2A + a2 + {(v2A − a2)2}1/2] =

{
v2A (vA > a)

a2 (vA < a)
(4.45)

v2ps =
1

2
[v2A + a2 − {(v2A − a2)2}1/2] =

{
a2 (vA > a)

v2A (vA < a)
(4.46)

となる. θ = 0のとき,位相速度が vA になるものを変形 Alfvén波 (modified Alfvén

wave), a になるものを変形音波 (modified sound wave) という. また, θ = π/2 の
とき (4.43)は

v2pf =
1

2
[v2A + a2 + {(v2A + a2)2}1/2] = v2A + a2 (4.47)

となる. したがって, 速進波は θ = π/2 において, つまり磁場に垂直な方向には速
度 (v2A + a2)1/2 で伝播する. この波を磁気音波 (magnetosonic wave) という. 圧縮
性流体では連続の式 (4.7)より速度の微小変動について ∇ · v1 ̸= 0 であるので, 変
形音波と磁気音波は縦波である.
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4.6.3 群速度

圧縮モード Alfvén 波の群速度は, シアー Alfvén 波の群速度と同様に, 定義に
より,

∂ω

∂k
=

∂ω

∂kx
ex +

∂ω

∂ky
ey +

∂ω

∂kz
ez (4.48)

である. ここで, k = (kx, ky, kz) = (k sin θ, 0, k cos θ) である. 群速度の各成分は, k

と θ の各成分に分けて考えると,

∂ω

∂kx
=

∂k

∂kx

∂ω

∂k
+

∂θ

∂kx

∂ω

∂θ

= sin θ
∂ω

∂k
+

cos θ

k

∂ω

∂θ
(4.49a)

∂ω

∂ky
= 0 (4.49b)

∂ω

∂kz
=

∂k

∂kz

∂ω

∂k
− ∂θ

∂kz

∂ω

∂θ

= cos θ
∂ω

∂k
+

sin θ

k

∂ω

∂θ
(4.49c)

と表される. 速進波に対して,

∂ωf

∂k
=

1√
2

[
v2A + a2 + {(v2A + a2)2 − 4v2Aa

2 cos2 θ}1/2
]1/2

(4.50a)

∂ωf

∂θ
=

√
2kv2Aa

2

[v2A + a2 + {(v2A + a2)2 − 4v2Aa
2 cos2 θ}1/2]1/2

sin θ cos θ (4.50b)

であり, 遅進波に対して,

∂ωs

∂k
=

1√
2

[
v2A + a2 − {(v2A + a2)2 − 4v2Aa

2 cos2 θ}1/2
]1/2

(4.51a)

∂ωs

∂θ
= −

√
2kv2Aa

2

[v2A + a2 − {(v2A + a2)2 − 4v2Aa
2 cos2 θ}1/2]1/2

sin θ cos θ (4.51b)

である. したがって, 速進波の群速度を vgf , 遅進波の群速度を vgs とすると, vgf

の各成分は

(vgf )x =
1√
2

[
v2A + a2 + {(v2A + a2)2 − 4v2Aa

2 cos2 θ}1/2
]1/2

sin θ

+

√
2v2Aa

2

[v2A + a2 + {(v2A + a2)2 − 4v2Aa
2 cos2 θ}1/2]1/2

sin θ cos2 θ (4.52a)

(vgf )y = 0 (4.52b)

(vgf )z =
1√
2

[
v2A + a2 + {(v2A + a2)2 − 4v2Aa

2 cos2 θ}1/2
]1/2

cos θ

−
√
2v2Aa

2

[v2A + a2 + {(v2A + a2)2 − 4v2Aa
2 cos2 θ}1/2]1/2

sin2 θ cos θ (4.52c)
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と求められ, vgs の各成分は

(vgs)x =
1√
2

[
v2A + a2 − {(v2A + a2)2 − 4v2Aa

2 cos2 θ}1/2
]1/2

sin θ

−
√
2v2Aa

2

[v2A + a2 − {(v2A + a2)2 − 4v2Aa
2 cos2 θ}1/2]1/2

sin θ cos2 θ (4.53a)

(vgs)y = 0 (4.53b)

(vgs)z =
1√
2

[
v2A + a2 − {(v2A + a2)2 − 4v2Aa

2 cos2 θ}1/2
]1/2

cos θ

+

√
2v2Aa

2

[v2A + a2 − {(v2A + a2)2 − 4v2Aa
2 cos2 θ}1/2]1/2

sin2 θ cos θ (4.53c)

と求められる.

4.7 位相速度および群速度に関する考察

4.7.1 位相速度

これまで求めてきた式からわかるように, シアー Alfvén 波と圧縮モード Alfvén

波の位相速度はともに B0 と k のなす角 θ に依存する. つまり, 磁場に対して波が
伝播する方向によって位相速度は変化する. その様子を図 4.5 から図 4.10 に示す.

図 4.5, 4.6, 4.7 では, 横軸を θ, 縦軸を各モードの位相速度としている. B0 と k

が平行であるところから垂直であるところに向かって, vpf は増加し vp と vps は
減少していることがわかる. 図 4.8, 4.9, 4.10 では, 横軸を位相速度の x 成分, 縦軸
を位相速度の z 成分としており, また B0 の方向を縦軸にとっている. 動径の絶対
長さは特定の角度における位相速度の値である. これらの図は原点に点源がある
ときの瞬間的な波面の形と考えることができる.

図 4.5 ∼ 図 4.10 より, θ = π/2, つまり波の伝播方向が磁場に対して垂直であ
るとき, シアー Alfvén 波と遅進波はともに位相速度がゼロでありその方向には伝
播しないことがわかる. 一方, そのとき速進波は磁気音波として最大の位相速度
(v2A + a2) で伝播する. また, θ = 0, つまり波の伝播方向が磁場に平行であるとき,

vA > a ならば シアー Alfvén 波と速進波は等しい位相速度で伝播し, vA < a なら
ばシアー Alfvén 波と遅進波が等しい位相速度で伝播することがわかる.
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図 4.5: vA > a の場合の vp, vpf , vps. ここで vA =
√
2a とした.

図 4.6: vA = a の場合の vp, vpf , vps.
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図 4.7: vA < a の場合の vp, vpf , vps. ここで a =
√
2vA とした.

図 4.8: vA > a の場合の vp, vpf , vps. ここで vA =
√
2a とした.
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図 4.9: vA = a の場合の vp, vpf , vps.

図 4.10: vA < a の場合の vp, vpf , vps. ここで a =
√
2vA とした.
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4.7.2 群速度

シアー Alfvén波と圧縮モード Alfvén波の群速度も, 位相速度と同様に θ によっ
て変化する. その様子を図 4.11 ∼ 図 4.13 に示す. それらの図において横軸を群速
度の x 成分, 縦軸を群速度の z 成分としており, また B0 の方向を縦軸にとってい
る. 図中の vT は Tube velocity と呼ばれ,

vT =
vAa√
v2A + a2

(4.54)

である.

これらの図より, 速進波は磁場に垂直な方向に最大の速さでエネルギーを輸送す
ることがわかる. また, 遅進波は磁場に沿ってエネルギーを輸送するとき, 円錐形
の方向に輸送することがわかる.

図 4.11: vA > a の場合の vg, vgf , vgs. ここで vA =
√
2a とした.
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図 4.12: vA = a の場合の vg, vgf , vgs.

図 4.13: vA < a の場合の vg, vgf , vgs. ここで a =
√
2vA とした.
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第5章 二流体モデルにおける
Alfvén 波

ここでは電子とイオンの二つの磁気流体を考え, Alfvén 速度を電子およびイオ
ンの熱速度と比較することにより複数のモードの波を考察する.

5.1 二流体モデル

今, 流体は非圧縮性であるとする. つまり生じる波はシアーモードである. 以後,

荷電粒子に関する物理量を添字 s を付けて表す. そのような物理量のうち電子に
関するものは添字を e と置き換え, イオンに関するものは添字を i と置き換える.

また準中性条件 n = ne = ni を用いる.

(3.11f)の運動方程式は

msn

{
∂vs

∂t
+ (vs · ∇)vs

}
= −∇ps + nqs(E + vs ×B) (5.1)

である. これを前章と同様の方法で線形化すると,

msn
∂vs1

∂t
= −∇ps1 + nqs(E1 + vs1 ×B0) (5.2)

となる. 今, 磁場に平行な成分 (z 成分) を考えると,

msn
∂vsz1
∂t

= −Ts
∂n1

∂z
+ nqσEz1 (5.3)

である. ここで, 横波であるシアーモードの波を考えているために Bz1 = 0 である
ことを用いた. また等温過程として ps1 = n1Ts (Ts は電荷の温度) を用いた.

次に, 一度 (5.2)の磁場に垂直な成分について考える. 取り扱っている運動の時
間スケールは荷電粒子のサイクロトロン運動の周期よりもずっとゆっくりである.
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つまり, 運動の周波数は荷電粒子のサイクロトロン運動の周波数よりも十分小さい
ので, (5.2)の左辺の時間変化の項を無視することにする. すると, (5.2)の磁場に垂
直な成分は,

vs⊥1 ×B0 = −E⊥1 +
∇⊥ps⊥1

nqs
(5.4)

となる. (5.4)に B0 との外積をとると,

(vs⊥1 ×B0)×B0 = −E⊥1 ×B0 +
∇⊥ps⊥1 ×B0

nqs
(5.5)

であり, この式の左辺をベクトル解析の公式を用いて変形すると,

(vs⊥1 ×B0)×B0 = −B0 × (vs⊥1 ×B0)

= −(B0 ·B0)vs⊥1 + (B0 · vs⊥1)B0

= −B2
0vs⊥1 (5.6)

である. これを用いて (5.5)を整理すると,

vσ⊥1 =
E1 ×B0

B2
0

− ∇⊥pσ⊥1 ×B0

nqσB2
0

(5.7)

が得られる*1. 右辺第一項は線形化した単一粒子の E ×B ドリフト, 右辺第二項
は線形化した反磁性ドリフトを表す. この式の発散をとると,

∇ · vσ⊥1 =
1

B2
0

∇ · (E1 ×B0)−
1

nqσB2
0

∇ · (∇⊥pσ⊥1 ×B0) (5.8)

である. 右辺の各項をベクトル解析の公式を用いて変形すると,

∇ · (E1 ×B0) = B0 · (∇×E1)−E1 · (∇×B0)

= B0 · (∇×E1) (5.9)

と

∇ · (∇⊥pσ⊥1 ×B0) = B0 · (∇×∇⊥pσ⊥1)−∇⊥pσ⊥1 · (∇×B0)

= 0 (5.10)

となる. これと (3.11a)を用い, ∂/∂t→ −iω と置き換えると, (5.8)から

∇ · vσ⊥1 =
1

B2
0

B0 · (∇×E1)

= − 1

B2
0

B0 ·
∂B1

∂t

= − 1

B2
0

B0k · ∂
∂t

(B⊥1 +Bz1k)

=
iω

B0

Bz1 (5.11)

*1(5.7)の右辺第一項について, E1 = E⊥1 + Ez1k かつ Ez1k × B0 = Ez1k × B0k = 0 より,
E⊥1 ×B0 をE1 ×B0 と書き換えた.
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という関係式を得る.

そしてもう一度磁場に平行な成分を考えると, Bz1 = 0 より ∇ · vσ⊥1 = 0 であ
る. これを考慮し ρ = mσn を用いると, 線形化した連続の式は

∂n1

∂t
+

∂

∂z
(nvσz1) = 0 (5.12)

と書ける. (5.12)の z 微分をとったものを (5.3)の時間微分をとったものと組み合
わせて整理すると,

∂2vσz1
∂t2

− Tσ
mσ

∂2vσz1
∂z2

=
qσ
mσ

∂Ez1

∂t
(5.13)

が得られる. この式が, 磁場に平行な電場の寄与を考慮した場合の波動方程式であ
る. すべての物理量が exp(i(kzz − ωt)) に比例するとすれば, (5.13)の解として

vσz1 =
iωqσ
mσ

Ez1

ω2 − k2zTσ/mσ

(5.14)

が得られる. そして Jz1 =
∑
nqσvσz1 を用い, またプラズマ周波数 ω2

pσ = nq2σ/ϵmσ

を導入すると, 上の式から磁場に平行な電流と電場の間の関係式

µJz1 =
iω

c2
Ez1

∑
σ

ω2
pσ

ω2 − k2zTσ/mσ

(5.15)

が得られる. ここで c は光速であり,

c =
1

√
ϵµ

(5.16)

である.

ここで, (5.15)の左辺の µJz1 を書き換える. (5.7)について, vσ⊥1 は時間に依存
するため単一粒子の分極ドリフト (mσ/qσB

2
0)dE⊥1/dt を考慮する. そして, 単一粒

子に対する E⊥1 の代わりに流体に対する E⊥1 − ∇⊥pσ⊥1/nqσ を用いる ((5.4)を
参照). (dE⊥1/dt と dpσ⊥1/dt はそれぞれ E1 と pσ⊥1 に比べて小さいため, (5.7)で
はそれらを無視していた.) すると, (5.7)は

vσ⊥1 =
E1 ×B0

B2
0

− ∇⊥pσ⊥1 ×B0

nqσB2
0

+
mσ

qσB2
0

dE⊥1

dt
− mσ

nq2σB
2
0

∇⊥
dpσ⊥1

dt
(5.17)

となる. 次に, (5.17)を用いて磁場に垂直な電流 J⊥1 =
∑
nqσvσ⊥1 を計算する. 電

子とイオンは互いに反対回りにドリフト運動するので E × B ドリフトの項は互
いに打ち消し合う. また, 電子の分極ドリフトの項は分子の質量のためにイオンの
分極ドリフトの項に比べて小さいので無視し, dp⊥1/dt は p⊥1 に比べて小さいので
無視する. したがって, 磁場に垂直な電流は

µJ⊥1 =
µnmi

B2
0

dE⊥1

dt
−
∑
σ

µ∇⊥pσ⊥1 ×B0

B2
0

=
1

v2A

dE⊥1

dt
− µ∇⊥p⊥1 ×B0

B2
0

(5.18)
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である. ここで
∑
pσ⊥1 = p⊥1 を用いた. vA は 4.3 節で導入した Alfvén 速度であ

る. 次に Maxwell 方程式について考える. E1 = E⊥1 +Ez1k,B1 = B⊥1 +Bz1k と
∇ = ∇⊥ + k∂/∂z を用いると, Maxwell 方程式 (3.11a)は

∇⊥ ×E⊥1 +∇⊥ × Ez1k+ k
∂

∂z
×E⊥1 = − ∂

∂t
(B⊥1 +Bz1k) (5.19)

と書ける. そしてこの式の磁場に平行な成分は

k · ∇⊥ ×E⊥1 = iωBz1 (5.20)

であり, 磁場に垂直な成分は

(∇⊥Ez1 − ikzE⊥1)× k = iωB⊥1 (5.21)

である. ここで ∂/∂t → −iω, ∂/∂z → ikz と置き換えた. 同様に Maxwell 方程式
(3.11b)は

∇⊥ ×B⊥1 +∇⊥ ×Bz1k+ k
∂

∂z
×B⊥1 = µ(J⊥1 + Jz1k) (5.22)

と書けて, 磁場に平行な成分は

k · ∇⊥ ×B⊥1 = µJz1 (5.23)

で, 磁場に垂直な成分は

(∇⊥Bz1 − ikzB⊥1)× k = µJ⊥1 (5.24)

である. (5.24)を (5.18)に代入すると,

(∇⊥Bz1 − ikzB⊥1)× k =
1

v2A

dE⊥1

dt
− µ∇⊥p⊥1 ×B0

B2
0

(5.25)

である. この式において ∂/∂t → −iω と置き換え, また B0 = B0k であることを
用いると,

(∇⊥Bz1 − ikzB⊥1)× k = − iω
v2A

E⊥1 −
µ∇⊥p⊥1 × k

B0

(5.26)

となる. これを変形して,

−ikzB⊥1 × k+
iω

v2A
E⊥1 = −∇⊥

(
Bz1 +

µp⊥1

B0

)
× k (5.27)

となる. また, (5.21)と k との外積をとると,

iωB⊥1 × k− ikzE⊥1 = −∇⊥Ez1 (5.28)
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となる. (5.27)と (5.28)は E⊥1 と B⊥1×k についての連立方程式とみなせるので,

それを解くと

E⊥1 =
ikz∇⊥Ez1 + iω∇⊥(Bz1 + µp⊥1/B0)× k

ω2/v2A − k2z
(5.29a)

B⊥1 × k =
i(ω/v2A)∇⊥Ez1 + ikz∇⊥(Bz1 + µp⊥1/B0)× k

ω2/v2A − k2z
(5.29b)

が得られる. 一方, (5.20)と (5.23)はそれぞれ

∇ · (E⊥1 × k) = iωBz1 (5.30a)

∇ · (B⊥1 × k) = µJz1 (5.30b)

と書ける. これらの式に E⊥1 と B⊥1 × k を代入すると,

∇ ·
(
ikz∇⊥Ez1 × k− iω∇⊥(Bz1 + µp⊥1/B0)

ω2/v2A − k2z

)
= iωBz1 (5.31a)

∇ · (i(ω/v
2
A)∇⊥Ez1 + ikz∇⊥(Bz1 + µp⊥1/B0)× k

ω2/v2A − k2z
) = µJz1 (5.31b)

が得られる. ここで, スカラーポテンシャル ψ に対して, ∇ · (∇⊥ψ × k) = k · ∇ ×
∇⊥ψ = 0 であるので, 上の二式は

∇ ·
(
∇⊥(Bz1 + µp⊥1/B0)

ω2/v2A − k2z

)
= −Bz1 (5.32a)

∇ ·
(
iω∇⊥Ez1

ω2/v2A − k2z

)
= v2AµJz1 (5.32b)

となる. ここで得られた (5.32b)を用いると, (5.15)を書き換えることができ,

∇ ·
(

∇⊥Ez1

ω2/v2A − k2z

)
− v2A
c2
Ez1

∑
σ

ω2
pσ

ω2 − k2zTσ/mσ

= 0 (5.33)

が得られる.

(5.33)において ∇⊥ → ik⊥ と置き換えて整理すると,

k2⊥
ω2 − k2zv

2
A

+
ω2
pe

c2
1

ω2 − k2zTe/me

+
ω2
pi

c2
1

ω2 − k2zTi/mi

= 0 (5.34)

が得られる.

次に, (5.34)において, Alfvén 速度 (vA = ω/k cos θ = ω/kz) と電子およびイオ
ンの熱速度の大小関係を考えることにより二つのモードの波に分類し, それぞれに
ついて考察する.
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5.2 v2Ti ≪ v2A ≪ v2Te, および v2A ≪ v2Ti, v
2
Te の場合

まず, v2Ti ≪ v2A ≪ v2Te, つまり Ti/mi ≪ ω2/k2z ≪ Te/me の場合, (5.34)は

k2⊥
ω2 − k2zv

2
A

−
ω2
pe

c2
1

k2zTe/me

+
ω2
pi

c2
1

ω2
= 0 (5.35)

となる. ここで, 今考えているモードの波がイオン音波よりも十分に速い, つまり
ω2/k2z ≫ Te/mi であると仮定すると*2, (5.35)の左辺第三項は無視でき, そこから
分散関係

ω2 = k2zv
2
A

(
1 +

k2⊥
v2A

Te
me

c2

ω2
pe

)
(5.36)

を得る. この分散関係で表される波は Kinetic Alfvén 波と呼ばれる.

(5.36)から位相速度が得られ, 磁場に平行なものは

vKpz = vA

(
1 +

k2⊥
v2A

Te
me

c2

ω2
pe

)1/2

(5.37)

であり, 磁場に垂直なものは

vKp⊥ =
kz
k⊥
vA

(
1 +

k2⊥
v2A

Te
me

c2

ω2
pe

)1/2

= cot θvKpz (5.38)

である.

次に, v2A ≪ v2Ti, v
2
Te, つまり ω2/k2z ≪ Ti/mi, Te/me の場合, (5.34)は

k2⊥
ω2 − k2zv

2
A

−
ω2
pe

c2
1

k2zTe/me

−
ω2
pi

c2
1

k2zTi/mi

= 0 (5.39)

となる. これより, 同様に分散関係

ω2 = k2zv
2
A

(
1 +

k2⊥
v2A

Te
(1 + Te/Ti)me

c2

ω2
pe

)
(5.40)

を得る. この分散関係で表される波も Kinetic Alfvén 波と呼ばれている.

(5.40)から位相速度が得られ, 磁場に平行なものは

vKpz = vA

(
1 +

k2⊥
v2A

Te
(1 + Te/Ti)me

c2

ω2
pe

)1/2

(5.41)

*2イオン音波の位相速度は, 電子の温度がイオンの温度より十分高いとすると Te/mi である.
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であり,

vKp⊥ =
kz
k⊥
vA

(
1 +

k2⊥
v2A

Te
(1 + Te/Ti)me

c2

ω2
pe

)1/2

= cot θvKpz (5.42)

である.

分散関係より, Kinetic Alfvén 波は電子の慣性長 c/ωpe と電子の熱速度 Te/me

により Alfvén 速度 vA からずれることがわかる. また Kinetic Alfvén 波の位相速
度に関して, kz ≪ k⊥, つまり cot θ ≪ 1 より, vKp⊥ ≪ vKpz であることがわかる.

5.3 v2A ≫ v2Te, v
2
Ti の場合

v2A ≫ v2Te, v
2
Ti, つまり ω2/k2z ≫ Te/me, Ti/mi の場合, 質量が mi ≫ me より

ω2
pe ≫ ω2

pi であることも考慮すると, (5.34)は

k2⊥
ω2 − k2zv

2
A

+
ω2
pe

c2
1

ω2
= 0 (5.43)

となる. これより分散関係

ω2 =
k2zv

2
A

1 + k2⊥c
2/ω2

pe

(5.44)

を得る. この波は Inertial Alfvén 波と呼ばれる.

(5.44)から位相速度が得られ, 磁場に平行なものは

vIpz =
vA

(1 + k2⊥c
2/ω2

pe)
1/2

(5.45)

であり, 磁場に垂直なものは

vIp⊥ =
kz
k⊥

vA
(1 + k2⊥c

2/ω2
pe)

1/2
= cot θvIpz (5.46)

である.

分散関係より, Inertial Alfvén波は電子の慣性長 c/ωpe により Alfvén速度 vA か
らずれることがわかる. また Inertial Alfvén波の位相速度に関して, Kinetic Alfvén

波の位相速度と同様に, vIp⊥ ≪ vIpz であることがわかる.
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第6章 まとめ

本研究では, 磁気流体の基礎方程式系を導出した後, 磁気流体が一流体である場
合と二流体である場合に分け, 波の解を仮定し分散関係を求め, 伝播特性に関して
考察を行なった.

(1) 一流体モデルの下での Alfvén 波

速度の微小変動 v1 の方向によって, シアーモードと圧縮モードに分類すること
ができた. また, 圧縮モードの波はさらに二つのモードに分類することができた.

シアー Alfvén 波

v1 が磁場と波数に垂直な場合, シアーモードとなる. この波は非圧縮な運動を
伴い磁気張力を復元力とする, 磁場や流体速度の変動が磁力線に沿って伝わる波で
あることがわかった. また, 位相速度は磁場と垂直な方向にはゼロとなるためその
方向には波は伝播せず, 群速度は磁場方向の成分しか持たないためエネルギーは磁
場の方向にのみ伝播されることを確認した.

圧縮モード Alfvén 波

v1 が磁場と波数の作る平面上にある場合, 圧縮モードとなる. この波は圧縮性の
運動を伴い, プラズマおよび磁場の圧力と磁気張力を復元力とする. 分散関係から
大きい方と小さい方の二つの周波数を得ることができ, 大きい方の周波数を持つ波
は速進波 (fast mode), 小さい方を持つ波は遅進波 (slow mode) である. 位相速度
より, 速進波はあらゆる方向に伝播するが遅進波は磁場と垂直な方向には伝播しな
いことがわかった. また, 群速度より速進波はあらゆる方向にエネルギーを輸送し,

磁場に垂直な方向に最大の速さで輸送することがわかった. 遅進波は磁場に沿って
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エネルギーを輸送するとき, 円錐形の方向に輸送することがわかった. また位相速
度が, 磁場に沿った方向には Alfvén 速度 vA となる波を変形 Alfvén 波, 音速 a と
なる波を変形音波といい, 磁場に垂直な方向には (v2A + a2)2 となる波を磁気音波
という.

(2) 二流体モデルの下での Alfvén 波

Alfvén 速度を電子およびイオンの熱速度と比較することにより, Kinetic モード
と Inertial モードに分類することができた.

Kinetic Alfvén 波

v2Ti ≪ v2A ≪ v2Te, あるいは v2A ≪ v2Ti, v
2
Te の場合, Kinetic Alfvén 波となる.

Kinetic Alfvén 波は電子の慣性長と電子の熱速度により Alfvén 速度からずれるこ
とがわかった. また位相速度に関して, 磁場に垂直な成分は磁場に平行な成分に比
べて十分小さいことがわかった.

Inertial Alfvén 波

v2A ≫ v2Te, v
2
Ti の場合, Kinetic Alfvén 波となる. Inertial Alfvén 波は電子の慣性

長により Alfvén 速度 vA からずれることがわかった. また位相速度に関して, 磁
場に垂直な成分は磁場に平行な成分に比べて十分小さいことがわかった.
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付 録A 本文中の各式の導出

A.1 (4.25)の導出

式 (4.22)

v1 =
a2ρ1
ωρ0

k +
1

µρ0ω
B0 × (k ×B1) (A.1)

から始める. ここに (4.21)と (4.23)を代入して ρ1,B1 を消去すると,

v1 =
a2

µρ0

ρ0
ω
(k · v1)k +

1

µρ0ω
B0 ×

[
k ×

{
1

ω
k × (B0 × v1)

}]
=
a2

ω2
(k · v1)k +

1

µρ0ω2
B0 × [k × {k × (B0 × v1)}] (A.2)

となる. これより, 式 (4.24)

ω2v1 = a2(k · v1)k − 1

µρ0
B0 × [k × {k × (v1 ×B0)}]　 (A.3)

を得る. 次にこの式の右辺第二項に対してベクトル解析の公式

A× (B ×C) = B(A ·C)−C(A ·B) (A.4)

を用いると,

B0 × [k × {k × (v1 ×B0)}] = k[B0 · {k × (v1 ×B0)}]− {k × (v1 ×B0)}(B0 · k)
= k{(B0 · v1)(k ·B0)−B2

0(k · v1)}
− {v1(k ·B0)}(B0 · k) + {B0(k · v1)}(B0 · k)

= (B0 · k)(B0 · v1)k −B2
0k(k · v1)

− (B0 · k)2v1 +B0(B0 · k)(k · v1) (A.5)

となる. これを (A.3)に代入すると,

ω2v1 = a2(k · v1)k − 1

µρ0
(B0 · k)(B0 · v1)k +

1

µρ0
B2

0k(k · v1)

+
1

µρ0
(B0 · k)2v1 −

1

µρ0
B0(B0 · k)(k · v1) (A.6)
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となり, これを整理すると,{
1

µρ0
(B0 · k)2 − ω2

}
v1 +

{(
B2

0

µρ0
+ a2

)
k − 1

µρ0
B0(B0 · k)

}
(k · v1)

− 1

µρ0
(B0 · k)(B0 · v1)k = 0 (A.7)

が得られ, (4.25)が導出された.

A.2 (4.11)の導出

運動方程式 (4.8)

ρ0
∂v1

∂t
+∇p1 +

1

µ
B0 × (∇×B1) = 0 (A.8)

から始める. 左辺第三項について,

B0 × (∇×B1) = ∇(B0 ·B1)− (B1 · ∇)B0 − (B0 · ∇)B1 −B1 × (∇×B0)

= ∇(B0 ·B1)− (B0 · ∇)B1 (A.9)

である. したがって (A.8)は,

ρ0
∂v1

∂t
= −∇p1 −

1

µ
∇(B0 ·B1) +

1

µ
(B0 · ∇)B1

= −∇
{
p1 +

1

µ
(B0 ·B1)

}
+

1

µ
(B0 · ∇)B1 (A.10)

と書き換えることができ, (4.11)が導出できた.

A.3 (4.17)の導出

B0 の方向が z 方向であるから,

(B0 · ∇) = B0
∂

∂z
(A.11)

となる. そのため式 (4.15)と (4.16)はそれぞれ

∂v1

∂t
=

B0

µρ0

∂B1

∂z
(A.12)
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∂B1

∂t
= B0

∂v1

∂z
(A.13)

と書き換えられる. 次に (A.12)の z 微分をとると,

∂2v1

∂z∂t
=

B0

µρ0

∂2B1

∂z2
(A.14)

となり, (A.13)の時間微分をとると,

∂2B1

∂t2
= B0

∂2v1

∂t∂z
(A.15)

となる. したがって, (A.14)と (A.15)より, 波動方程式

∂2B1

∂t2
=

B2
0

µρ0

∂2B1

∂z2
(A.16)

が導出できた.
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