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第1章 定式化(数理表現)

1.1 基礎方程式系

海洋大循環を支配する方程式はブジネスクプリミティブ方程式であり, 以下のよ
うに書かれる.

Du

Dt
+ fk × u = − 1

ρ0
∇p+∇h · (Ah∇hu) +

∂

∂z

(
Av

∂u

∂z

)
+ Fu, (1.1.1a)

∂p

∂z
= −g

ρ

ρ0
, (1.1.1b)

∇ · u+
∂w

∂z
= 0, (1.1.1c)

DΘ

Dt
= ∇h · (Kh∇hΘ) +

∂

∂z

(
Kv

∂Θ

∂z

)
+ FΘ, (1.1.1d)

DS

Dt
= ∇h · (Kh∇hS) +

∂

∂z

(
Kv

∂S

∂z

)
+ FS, (1.1.1e)

ρ = ρ̃(Θ, S, z). (1.1.1f)

ここで, uは水平速度ベクトル, w は鉛直速度, f はコリオリパラメータ, k は鉛直
方向の単位ベクトル, g は重力加速度, ρ0 は基準密度 (定数), ρ は密度, p は圧力, Θ

は温位, S は塩分である. Ah, Av はそれぞれ水平粘性係数, 鉛直粘性係数, Kh, Kv

はそれぞれ水平拡散係数, 鉛直拡散係数である. また, Fu,FΘ,FS は強制項を表
す. 最後に, ∇h は水平勾配演算子, d/dt は物質微分

D

Dt
=

∂

∂t
+ u · ∇h + w

∂

∂z
(1.1.2)

である. 状態方程式 (1.1.1f)の左辺の飾り無しの ρは時間・空間上の一点での密度
ρ(x, t)を表す. 一方, 右辺の ρ̃は (Θ, S, p)を従属変数とする熱力学関数であるこ
とを表す. なお, 状態方程式の圧力依存性は, 海水のブジネスク近似の一貫性のた
めに z依存性に置き換える (すなわち, 状態方程式から密度を求めるとき, 圧力は
−ρ0gzとする).
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1.2 境界条件

速度に対する境界条件

海洋の上端 (海面)z = ηと下端 z = −H(xh)における速度の境界条件は, 運動学
的境界条件 (境界を横切る流れは無い)

∂η

∂t
+ u · ∇η + E − P = w on z = η, (1.2.3a)

u · ∇H = −w on z = −H, (1.2.3b)

および力学的境界条件

(応力指定の場合)(
Ah∇uT + Av

∂uT

∂z

)
· n =

τ s

ρ0
on z = η, (1.2.4a)(

Ah∇uT + Av
∂uT

∂z

)
· n =

τ b

ρ0
on z = −H (1.2.4b)

(値指定の場合)

u = us on z = η, (1.2.4c)

u = ub on z = −H (1.2.4d)

である. ここで, E は海面における蒸発量, P は海面における降水量, τ s, τ b はそ
れぞれ上端・下端で指定する (風)応力, us,ub はそれぞれ上端・下端で指定する流
速, n は境界の法線ベクトル, h(x) は海洋が静止しているときの深さである. uT

はuの転置を表す. また, 水平境界における速度の境界条件は,

(応力なし条件の場合)

u · n = 0 かつ ∇(u · t) · n = 0, (1.2.5a)

(滑りなし条件の場合)

u = 0 (1.2.5b)

を課す. ここで, t は境界の水平方向の接ベクトルである. 今, 水平境界面における
wは連続の式から診断的に求められるので, そこでwの境界条件は必要でない.
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一方, トレーサー Tr(温位や塩分)に対する境界条件は, 海洋の境界において,

(フラックス指定の場合)(
Kh∇Tr +Kv

∂Tr

∂z
k

)
· n = FTr (1.2.6a)

(値指定の場合)

Tr = Tr,boundary (1.2.6b)

を課す. ここで, FTr は境界で指定するトレーサーのフラックス, Tr,boundaryは境界
で指定するトレーサーの値である.

1.3 基礎方程式系の変形

上で挙げた方程式系を, 本海洋モデルにおいて解かれる式の形式に変形する. 始
めは, 水平座標系は陽に指定せずベクトル形式で定式化する. その後, 鉛直一般座
標系

密度 ρは,

ρ(x, t) = ρr(z, t) + δρ(x, t), (1.3.7)

のように参照密度 ρrとそれからのずれに分解する. また, 圧力も同様に,

p(x, t) = pr(z, t) + ps(xh, t) + δp(x, t) (1.3.8)

のように, 参照圧力 pr, 海面水位の寄与 ps, そしてそれらからのずれに分解する. た
だし, 参照圧力と参照密度は, 静水圧平衡

∂pr
∂z

= −ρrg (1.3.9)

を満たす. 以下では, 簡潔に記述するために, δρ, δpをそれぞれ ρ, pと書くことに
し, 密度・圧力の全体はそれぞれ ρtot, ptotと書く.

水平方向の運動量方程式 (1.1.1a)は, ベクトル不変形

∂u

∂t
=− (f + ζ)k × u− g∇hη −

1

ρ0
∇h p−∇h

(
u2

2

)
+∇h · (Ah∇hu) +

∂

∂z

(
Av

∂u

∂z

)
. (1.3.10)
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に書き直す. ここで, ζ = k · ∇h × uであり, 渦度の鉛直成分である. 特に, 岸がな
い場合 (水惑星設定の場合)には, 水平方向の運動量の時間発展は, スペクトル変換
法に基づく大気大循環モデルに習って, 渦度方程式と発散方程式から求める *1. こ
れらの方程式は以下のように導かれる. (1.3.10)の両辺に k×∇hを作用させれば,

渦度方程式

∂ζ

∂t
=−∇h · [(ζ + f)u] (1.3.11)

+ k · ∇h ×
[
−w

∂u

∂z
+ Du + Fu

]
(1.3.12)

を得る. また, (1.3.10)の両辺に∇h· を作用させれば, 発散方程式

∂D

∂t
=k · ∇h × [(ζ + f)u] (1.3.13)

−∆h

(
gη +

p

ρ0
+

u2

2

)
(1.3.14)

+∇h ·
[
−w

∂u

∂z
+ Du + Fu

]
(1.3.15)

を得る. ここで, D = ∇h · uは水平発散である. なお, 水平方向の運動量方程式に
おける粘性項は, Duで表した.

鉛直速度は, 連続の式 (1.1.1c)から診断され,

w(xh, z, t) = −∇h ·
∫ z

−H

u(xh, z
′, t) dz′ (1.3.16)

によって求められる *2. 静水圧平衡の式 (1.1.1b)は, ρ, pを用いて,

∂p

∂z
= −ρg (1.3.17)

と書け形式は変わらない. pはこの静水圧平衡の式を鉛直方向に積分することで求
められる. すなわち,

p(xh, z, t) = −
∫ 0

z

ρ(xh, z
′, t)g dz′. (1.3.18)

*1(memo) 引用
*2連続の式 (1.1.1c)を −H から zまで積分すれば,

w(xh, z, t)− w(xh,−H, t) = −
∫ z

−H

∇h · u(xh, z
′, t) dz′

を得る. ここで, ライプニッツの公式を用いれば, 上の式の右辺は,

−
∫ z

−H

∇h · u dz′ = −
(
∇h ·

∫ z

−H

u dz′ + u · ∇h(−H)

)
と変形される. また, w(xh,−H, t)は海底における境界条件 (1.2.3b)から与えられるので, これら
を考慮すれば (1.3.16)が得られる.
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本モデルの海面水位の時間発展の求め方は, 線形化した海面の運動学的境界条
件 *3に基づく. すなわち,

∂ζ

∂t
= P − E + w(xh, ζ, t) (1.3.19)

右辺のwを (1.3.16)から求めれば, 線形化した海面水位の時間発展の式は,

∂ζ

∂t
= −∇h

∫ η

−H

v dz + P − E (1.3.20)

と書かれる.

rigid-lid 近似を適用する場合には, 海面 z = ηにおいてw = 0を課す. このとき,

水平速度uは,

0 = ∇h ·
∫ 0

−H

u dz (1.3.21)

を満たさなければならない. rigid-lid 近似を用いる場合には, 海面水位の時間発展
が陽に扱われなくなる. そのため, 海面水位の偏差と関係した圧力 psは, (1.3.21)

が満たされるように決定される.

最後に, トレーサー (温位や塩分)の方程式 (1.1.1d),(1.1.1e)は, 以下のように変
形したものを使う.

∂Θ

∂t
=−∇h · (Θu) + ΘD + w

∂Θ

∂z

+ DΘ + FΘ (1.3.22)

∂S

∂t
=−∇h · (Su) + ΘD + w

∂S

∂z

+ DS + FS (1.3.23)

ただし, トレーサーの方程式における拡散項は, DΘ,DSによって表した.

*3(Memo)Marshall(??)を引用
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第2章 定式化(離散表現)
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第3章 付録

3.1 静力学プリミティブ方程式系のエネルギー論

ここでは, 静力学プリミティブ方程式系 (1.1.1)に対するエネルギー保存則を記
述する. 非線形の海水の状態方程式を用いる場合に適切な有効位置エネルギーの方
程式の導出は, 例えばVallis (2006); Young (2010); Roquet (2013); Tailleux (2013)

等で議論されているが, ここではTailleux (2013)に従う.

3.1.a エネルギー方程式

最初に, 参照密度 ρr(z, t)と相対的に定義される, 浮力

bR(Θ, S, z, t) = −g
ρ(Θ, S, z)− ρr(z, t)

ρ0
(3.1.1)

を導入しておく.

運動エネルギーに対する方程式を導く. (1.1.1a)と ρuの内積をとった結果と,

(1.1.1b)と ρwの積を加え, さらに連続の式を使って整理すれば,

∂EK

∂t
=−∇h ·

[(
EK + gη +

p

ρ0

)
u− Ah∇hEK

]
− ∂

∂z

[(
EK +

p

ρ0

)
w − Av

∂EK

∂z

]
+ bRw − ε (3.1.2)

を得る. ここで, EK = u2/2は (水平速度の)運動エネルギーである. また, εは粘
性散逸を表す項であり, 今の系では εは,

ε = Ah∇hu : ∇hu+ Av

(
∂w

∂z

)2

(3.1.3)
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と書かれる.

次に, 有効位置エネルギーに対する方程式を導く. Tailleux (2013)は, 浮力 bRに
対する仕事として有効位置エネルギー密度を

EAPE = −
∫ z

zr

bR(Θ, S, z′, t) dz′ (3.1.4)

と定義した. ここで, zr は現場密度が参照密度と等しくなる高度であり, 数学的
には,

ρ(Θ, S, zr) = ρr(zr, t) (3.1.5)

を満たす zrである. (3.1.4)の物質微分をとり整理すれば, EAPEの時間発展式

∂EAPE

∂t
=−∇h · (EAPE u)− ∂

∂z
(EAPE w) (3.1.6)

− bRw +

[
GΘ

DΘ

Dt
+GS

DS

Dt
+Gt

]
(3.1.7)

を得る. ただし, 定義により bR(Θ, S, zr, t) = 0であることを用いた. また, GΘ, GS

は,

GΘ = −
∫ z

zr

∂bR
∂Θ

(Θ, S, z′, t) dz′ =
g0
ρ0

∫ z

zr

∂ρ

∂Θ
(Θ, S, z′) dz′, (3.1.8)

GS = −
∫ z

zr

∂bR
∂S

(Θ, S, z′, t) dz′ =
g0
ρ0

∫ z

zr

∂ρ

∂S
(Θ, S, z′) dz′, (3.1.9)

(3.1.10)

であり, 熱や塩分のソース・シンクに対する熱力学的効率を定義する. Gtは,

Gt = −
∫ z

zr

∂bR
∂t

(Θ, S, z′, t) dz′ = − g

ρ0

∫ z

zr

∂ρr
∂t

(z′, t) dz′ (3.1.11)

と書かれ, 参照密度分布が時間に依存しなければゼロである. 予期されたように,

浮力フラックス bRwが (3.1.2), (3.1.7)の両方に反符号として現れることに注意さ
れたい.

(3.1.2),(3.1.7)を加えて整理すれば, (非線形の海水の状態方程式を伴う)ブジネ
スクプリミティブ方程式系のエネルギー保存則

∂

∂t
(EK + EAPE) =−∇h ·

[(
EK + EAPE +

p

ρ0
+ gη

)
u− Ah∇hEK

]
− ∂

∂z

[(
EK + EAPE +

p

ρ0

)
w − Av

∂EK

∂z

]
+

[
GΘ

DΘ

Dt
+GS

DS

Dt
+Gt

]
︸ ︷︷ ︸

Ga

−ε (3.1.12)
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を得る. したがって, 非粘性かつGaがゼロである場合 (熱や塩分のソース・シンク
がなく, また参照密度が時間に依存しない場合)には, EK , EAPEの和は保存する.

3.1.b 鉛直積分したエネルギー方程式

以下では, 前節で求めたエネルギー方程式を鉛直積分し, さらに海面・海底の境
界条件を考慮たし形式を導く. ここで得られた方程式は, 南北エネルギー収支や全
球エネルギー収支を議論する際に必要となる. 以下では, 簡潔に記述するために,

rigid-lid 近似を適用した場合のみを扱うことにする.

始めに運動エネルギーに対する方程式 (3.1.7)の鉛直積分を考えよう. (3.1.7)を
z = −H(xh)から z = 0まで積分すれば,

∂EK
(z)

∂t
=−∇h · F h,EK

(z)

− (Fz,EK
|z=0 − Fz,EK

|z=−H)

+ bRw
(z) − ε(z) (3.1.13)

を得る. ここで, f(xh, z)の鉛直積分に関して,

f
(z)

=

∫ 0

−H

f dz (3.1.14)

なる記号を導入した. また, (F h,EK
, Fz,EK

)は運動エネルギー・圧力・粘性フラッ
クスの和であり,

F h,EK
=

(
EK +

ps + p

ρ0

)
u− Ah∇hEK , (3.1.15)

Fz,EK
= (EK +

p

ρ0
)w − Av

∂EK

∂z
(3.1.16)

と書かれる. 今, 海面においてw = 0かつ風応力 τ sが課されるとし, また海底にお
いて滑りなし条件が課されるとすれば, (3.1.13)は,

∂EK
(z)

∂t
=−∇h · F h,EK

(z)

+ u|z=0 · τ s

+ bRw
(z) − ε(z) (3.1.17)

となる.
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次に, 有効位置エネルギーに対する方程式 (3.1.7)の鉛直積分を考える. 今, 温位
や塩分の保存則は,

DΘ

Dt
= ∇h · (Kh∇hΘ) +

∂

∂z

(
Kz

∂Θ

∂z

)
, (3.1.18)

DS

Dt
= ∇h · (Kh∇hS) +

∂

∂z

(
Kz

∂S

∂z

)
(3.1.19)

の形式で記述されるとする. 運動エネルギーのときと同様に (3.1.7)の鉛直積分を
とれば,

∂EAPE
(z)

∂t
=−∇h · F h,EAPE

(z)

− (Fz,EAPE
|z=0 − Fz,EAPE

|z=−H)

− bRw
(z) − d

(z)
(3.1.20)

を得る. ただし, (F h,EAPE
, Fz,EAPE

)は, 有効位置エネルギーと拡散フラックスの和

F h,EAPE
= EAPEu−Kh(GΘ∇hΘ+GS∇hS), (3.1.21)

Fz,EAPE
= EAPEw −Kv(GΘ

∂Θ

∂z
+GS

∂S

∂z
) (3.1.22)

である. dは拡散過程による散逸項であり,

d =

(
Kh∇hΘ · ∇hGΘ +Kv

∂Θ

∂z

∂GΘ

∂z

)
(3.1.23)

+

(
Kh∇hS · ∇hGS +Kv

∂S

∂z

∂GS

∂z

)
(3.1.24)

と書かれる. 今, 海面において熱フラックスと淡水フラックスが,

Kv
∂Θ

∂z
=

Q

ρ0cp
, Kv

∂S

∂z
= S0(E − P )

と与えられ, また海底において断熱条件が課されるならば (海面で w = 0, 海底で
滑りなし条件を同時に課せば), (3.1.20)は,

∂EAPE
(z)

∂t
=−∇h · F h,EAPE

(z)

+GΘ|z=0 ·
Q

ρ0cp
+GS|z=0 · S0(E − P )

− bRw
(z) − d

(z)
(3.1.25)

となる.
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