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要旨

地形はその熱的効果および力学的効果によって大気循環に影響を及ぼしている.

地形に起因する内部重力波のひとつである山岳波は運動量を鉛直輸送し, 大気大循
環にも重要な役割を果たしていると考えられている. 本研究では, 地形が大気循環
に及ぼす力学的効果を調べることを目指し, 二次元版の雲解像モデル deepconvに
地形を導入した. モデルへの地形の導入にあたって, 地形起源の大気循環の中でも
山岳波に注目しその表現を検証した.

まず deepconvが基礎方程式系に用いている準圧縮方程式系における線形山岳波
の性質は線形近似のもとでは, 完全圧縮方程式系の場合と完全に同じであることを
確認した. 次に deepconvの基礎方程式系を座標変換して地形に沿う座標系の方程
式を導出し, 離散化して deepconvに地形を導入した.

地形を導入したdeepconvの振る舞いを検証するために Satomura et al. (2003)の
理想化された山岳波のモデル相互比較実験を行った. 線形近似が成り立つと考えら
れる山の高さ (h0 = 100m)の実験では, 波の構造と運動量フラックスは, 線形解と
よく一致することが確認された. 非線形効果が無視できない山の高さ (h0 = 500m)

の実験では, 波の構造と運動量フラックスはモデル相互比較実験に参加したモデル
の結果と同様であることが確認された. これらのことから本研究で deepconvに地
形を取り入れることに成功したことが示された.
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第1章 はじめに

1.1 大気循環に対する地形の効果

地面に標高差があり斜面が存在する場合, 地形が大気循環に及ぼす影響は二つあ
る. 一つは熱的効果である. 地球に到達する太陽放射エネルギーのうち約 50% は
地表面で吸収される. したがって地表面は大気にとって最大の熱エネルギー供給
源である. 地表面からの加熱・冷却の影響により, 斜面上の接地気相には上向きま
たは下向きの浮力が生じる. その結果, 斜面風などが生成される.

もう一つは力学的効果である. まず, 大気層の厚さが場所によって変化する場合,

流れにのった流体柱には伸縮が生じ, 渦位の保存により相対渦度が変化する. 大気
層の厚さの変化は数学的には β 効果と同じ役割を持っており, 地形性 β 効果とい
う. また, 密度成層した大気中において, 水平気流が斜面にぶつかると, 斜面に沿っ
て空気塊が強制的に持ち上げられ山岳波が生じる. 山岳波は大気中に普遍的に存
在する内部重力波のひとつである.

内部重力波は大気や海洋などの安定成層した流体中に存在する, 重力を復元力と
する波である. 内部重力波は, 空間スケールが小さく, 対流圏では一般に振幅が小
さいので, 直接日々の天気にはあまり影響しない. しかし, 大型大気レーダーによ
る観測や数値計算により, その重要性は強く認識されている. 内部重力波は運動量
を波の発生源から遠方へ輸送する性質があり, 平均風の加速・減速や子午面循環の
駆動に重要な役割を果たしていると考えられている. 内部重力波は発生源におけ
る振幅は小さくても, 大気密度が指数関数的に減少していることから, 中層大気中
ではその振幅が無視できないほど大きくなる. 高度約 90 km にある地球の自転と
同じ速さの流れ (弱風層)は, 対流圏で発生した重力波が運動量を鉛直に伝播し, あ
る高度で砕波して平均流に運動量を渡し, 平均流を減速することで維持されている
と考えられている (Lindzen, 1981). また, 山岳波は雲の成因となったり, 航空機の
飛行に影響するほど強い鉛直流をもたらしたりすることが分かっており, 山岳波の
性質を調べることは非常に重要である.
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1.2 山岳波のモデル相互比較実験

山岳波の大気循環に対する効果は重要であるため, その数値モデルでの再現性
を検証するために相互比較実験が行われてきた. そのうちの一つが Satomura et

al. (2003)である. 実際の地形・大気条件を与えた比較実験 (Doyle et al., 2011)も
行われている一方で, Satomura et al. (2003)は一様な非粘性・断熱の大気中にロー
レンツ型の孤立峰によって生成される山岳波の表現を調べる理想化実験であるた
め, 数値モデルの流体力学的表現を検証できる利点がある.

Satomura et al. (2003)では, Satomura et al. (1989)で指摘されている z∗ 座標系
の導入に伴う擬鉛直速度の要因とされる, 急斜面上での打ち切り誤差についての検
証を行うため,「急斜面モデル比較プロジェクト (St-MIP)」を行っている. St-MIP

では圧縮性の近似度合いの異なる方程式を用いた三つの非静力学大気モデル (表
1.1)が参加し, 孤立山岳上の流れについて検証された. St-MIPに参加したモデル
の山岳波構造と水平運動量フラックスの鉛直成分の結果から, z∗ 座標系は孤立山
岳を十分に解像するほど細かな水平格子間隔を用いる限り, 先行研究で懸念されて
いるほど打切り誤差は大きくなく, 急斜面を持つ孤立山岳の流れも精度よく表現し
ていることが示された.

ただし, 準圧縮方程式系を用いたモデルである CReSSによる実験では, 波の振
幅が他のモデルや線形解と比べて小さく, また運動量フラックスの絶対値も他のモ
デルや線形解析解と比べて小さい結果となっていた. この原因として数値モデル
の特性や基礎方程式系が異なることが考えられるが, 明確には示されていない.

表 1.1: St-MIPで用いられたモデル
モデル MRI/NPD-NHM TSO CReSS

論文 Saito et al. (2001) Satomura (1989) Tsuboki&Sakakibara (2001)

開発元
気象庁数値予報課

気象研究所
名古屋大学地球水循環研究センター

気象研究所 高度情報科学技術研究機構

基礎方程式 完全圧縮方程式系 完全圧縮方程式系 準圧縮方程式系

時間積分 HI-VI/HE-VI法 HE-VI法 HE-VI法
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1.3 本研究の目的と論文の構成

本研究では, 地形が大気循環に及ぼす力学的効果を調べることを目指して雲解像
モデル deepconv (Sugiyama et al., 2009) に地形を導入する. 地球流体電脳倶楽部
では, 惑星大気中の大循環から局所循環まで様々な時空間スケールで現れる循環の
構造を明らかにすることを目指し, 対象とする広大な時空間スケールを低コストで
カバー可能とするべく, 惑星大気大循環モデルDCPAMと雲解像モデル deepconv

を共通したプログラム書式と共通したユーティリティ群の下に設計開発し, それら
を用いた数値実験を行っている. 複数のモデルを活用した実験の実施とその結果
の比較理解のためには, 扱いやすく, コード内容の追跡しやすいモデル群が必要で
ある. DCPAMと deepconvはこのような同じ思想に基づいて同じ形式で開発され
たモデルである. しかしながら, deepconv は木星大気における複数凝結成分の雲
の鉛直分布と対流運動の特徴を調べることを当初の目的として開発されてきたた
めに, 地形の効果が取り入れられていない.

モデルへの地形の導入にあたっては, 地形起源の大気循環の中でも山岳波に注
目してその表現を検証する. そのため, まずは deepconv が基礎方程式に用いてい
る準圧縮方程式系における線形山岳波の性質を確認する. その上で, Satomura et

al. (2003) と同じ条件で実験を実施することで, モデルの振る舞いを確認し, 線形解
析解および他のモデルの結果と比較検討する.

本論文の構成は以下のようになっている. 第 2章では山岳波の線形理論を示し,

第 3章では数値モデルの概要と地形の導入について説明する. 第 4章では地形を導
入した deepconvを用いた Satomura et al. (2003)の山岳波の実験とその結果につ
いて述べる. 第 5章は結論である.
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第 2章 線形波動理論 4

第2章 線形波動理論

ここでは重力波の分散関係式と山岳波の線形解析解を求める. deepconvでは基
礎方程式系として準圧縮方程式系を用いている. 通常, 大気力学の教科書における
重力波の解説にはその本質をわかりやすく説明するために非圧縮のブシネスク方
程式系が用いられる. 一方, 圧縮性を取り入れた系の説明には完全圧縮方程式系が
用いられるため, 準圧縮方程式系で, さらに deepconvのように無次元圧力を変数
に用いる場合の山岳波の線形解析解は見当たらない. そこで, ここではまずブシネ
スク方程式系と完全圧縮方程式系における重力波の分散関係式と山岳波の線形解
析解を復習する. その上で準圧縮方程式系のそれらを導出し, その性質を考察する.

具体的には, 非回転系で密度成層した水平-鉛直 2次元非粘性等温大気において,

水平方向一様な平均流 u が存在する場合の波動について調べる. 式中の文字が表
す変数については付録 Eにまとめた. 各物理変数の基本場の成分を上線付きで表
し z のみに依存するものとし, 擾乱成分はプライム付きで表す.

2.1 ブシネスク方程式系における波動

まずブシネスク方程式系における波の分散関係や偏波関係を求める.

2.1.1 分散関係

線形化されたブシネスク方程式系は,

main.tex 2021/03/15



第 2章 線形波動理論 5

運動量方程式

∂u′

∂t
+ u

∂u′

∂x
= −∂ϕ′

∂x
(2.1a)

∂w′

∂t
+ u

∂w′

∂z
= −∂ϕ′

∂z
+ b′ (2.1b)

連続の式

∂u′

∂x
+

∂w′

∂z
= 0 (2.1c)

浮力の式

∂b′

∂t
+ u

∂b′

∂x
+ w′N2 = 0 (2.1d)

である. (Vallis, 2017) ここで, u は水平速度, w は鉛直速度, ϕ = p/ρ0(p は圧力, ρ0
は基準密度), b′ = ∂ϕ′/∂z, N2 = ∂b/∂z である. 擾乱成分について, 以下のような
波型の解を仮定する.

a′(x, z, t) = ReA exp[i(kx+mz − ωt)] (2.2)

ここで, A は複素振幅, k は水平波数, m は鉛直波数, ω は振動数である. これ以
降, 実数部分をとることを表す Re を省略することにする. (2.2)を (2.1)に代入す
ると, 偏波関係式,

i(ω − uk)U = ikΦ (2.3a)

i(ω − uk)W = imΦ−B (2.3b)

ikU + imW = 0 (2.3c)

i(ω − uk)B −WN2 = 0 (2.3d)

を得る. これらの係数行列の固有方程式は,

(ω − uk)2 =
k2N2

(k2 +m2)
(2.4)

であり, 分散関係式が得られた. 分散関係を図 2.1に示す. 振動数は水平波数が大
きくなるにつれて N に近づく. 水平波数が一定の場合, 鉛直波数が小さいほうが
振動数は大きい.
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第 2章 線形波動理論 6

図 2.1: ブシネスク系の重力波の分散関係. 縦軸は振動数 ω, 横軸は水平波数 k である. m =
0.1,m = 0.2,m = 0.3 の場合を示している.
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第 2章 線形波動理論 7

2.1.2 群速度

重力波の群速度の水平成分 cxg と鉛直成分 czg は, 分散関係式 (2.4)より,

cxg = u± Nm2

(k2 +m2)3/2
, czg = ∓ Nkm

(k2 +m2)3/2
(2.5)

となる.

定常状態 (ω = 0)における群速度と水平波長の関係を図 2.2に示す. 水平群速度
は短波のほうがが大きい. 鉛直群速度はある波長の波で最大値をとる.
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第 2章 線形波動理論 8

図 2.2: u = 10m · s−1, N = 0.01 s−1 の場合のブシネスク方程式系における群速度と水平波長の
関係を示す. 青線が鉛直群速度, 紫線が水平群速度を表す.
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第 2章 線形波動理論 9

2.2 完全圧縮方程式系における波動

次に, 完全圧縮方程式系における波の分散関係式と偏波関係式を求める.

2.2.1 分散関係

線形化された完全圧縮方程式系は,

運動方程式

ρ

(
∂u′

∂t
+ u

∂u′

∂x

)
= −∂p′

∂x
(2.6a)

ρ

(
∂w′

∂t
+ u

∂w′

∂x

)
= −∂p′

∂z
− ρ′g (2.6b)

連続の式

∂ρ′

∂t
+ ρ

(
∂u′

∂x
+

∂w′

∂z

)
+ u

∂ρ′

∂x
+ w′∂ρ

∂z
= 0 (2.6c)

熱の式

∂p′

∂t
+ u

∂p′

∂x
+ w′∂p

∂z
= c2s

{
∂ρ′

∂t
+ u

∂ρ′

∂x
+ w′∂ρ

∂z

}
(2.6d)

である. (Vallis, 2017) ここで u は水平速度, w は鉛直速度, p は圧力, ρ は密度, g

は重力加速度, c2s は音速であり, 基本場は静水圧平衡の関係,

∂p

∂z
= −ρg (2.7)

が成り立っているとする.

ここで基本場について,

p = p0 exp(−z/H) (2.8b)

ρ = ρ0 exp(−z/H) (2.8b)

とすると, 基本場の静水圧平衡の式より, H = RT0/g である. 擾乱成分について,

u′ = ũ(x, z, t) exp(z/2H) (2.9a)

p′ = p̃(x, z, t) exp(−z/2H) (2.9b)

ρ′ = ρ̃(x, z, t) exp(−z/2H) (2.9c)
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とし, (2.6)に代入し整理すると,

運動方程式

ρ0

(
∂ũ

∂t
+ u

∂ũ

∂x

)
= −∂p̃

∂x
(2.10a)

ρ0

(
∂w̃

∂t
+ u

∂w̃

∂x

)
= −∂p̃

∂z
+

1

2H
p̃− ρ̃g (2.10b)

連続の式 (
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
ρ̃+ ρ0

(
∂ũ

∂x
+

∂w̃

∂z
− w̃

2H

)
= 0 (2.10c)

熱の式(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
p̃− w̃

H
p0 = c2s

{(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
ρ̃− w̃

H
ρ0

}
(2.10d)

が得られる. すべての変数に対して,

ã(x, z, t) = A exp[i(kx+mz − ωt)] (2.11)

とする. A は複素振幅である. 以下では, ρ0ũ の複素振幅を U , ρ̃ の複素振幅を Q

とする. (2.11)を (2.10)のそれぞれの変数に代入し整理すると, 偏波関係式,

i(ω − uk)U = ikP (2.12a)

i(ω − uk)W =

(
im− 1

2H

)
P +Qg (2.12b)

i(ω − uk)Q = ikU +

(
im− 1

2H

)
W (2.12c)

i(ω − uk)P = i(ω − uk)c2sQ+ (γ − 1)Wg (2.12d)

を得る. ここで γ = cp/cv である.

偏波関係式より, 係数行列の固有方程式は,

(ω − uk)4 − c2s(ω − uk)2
(
k2 +m2 +

1

4H2

)
+ (γ − 1)g2k2 = 0 (2.13)

であり，N2 = g2/(cpT0) の関係を用いると,

(ω − uk)4 − c2s(ω − uk)2
(
k2 +m2 +

1

4H2

)
+ c2sN

2k2 = 0 (2.14)
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となり, 分散関係式が得られる. 分散関係式を図 2.3に示す. 音波モードの振動数
の二乗の値は, k = 0 のときに最小値 c2s/4H

2 をとる. 水平波数が大きくなるにつ
れて, 振動数は大きくなる. 重力波モードの振動数の二乗の値は, k = 0 のとき最
小値 0 をとり, 水平波数が大きくなるにつれて N2 に近づいていく.

(2.14)を書き直すと,

(ω − uk)2 =
c2s
2

(
k2 +m2 +

1

4H2

){
1±

√
1− 4k2N2

c2s
(
k2 +m2 + 1

4H2

)2
}

(2.15)

となる. (2.15)において, g = 0 とすると, 第 2項の正をとる根 (ω2
1)と負をとる根

(ω2
2)はそれぞれ,

ω2
1 = c2s(k

2 +m2) (2.16a)

ω2
2 = 0 (2.16b)

となる. ω2
1 は速さ cs で四方に広がる波で, 音波である. ω2

2 は g = 0 でゼロに
なるので重力を復元力とする波であることが示唆される. そこで g ̸= 0, k2N2 ≪
c2s(k

2 +m2 + 1
4H2 )

2 として, ω2
2 の近似値を求めると,

ω2
2 =

k2N2

k2 +m2 + 1
4H2

(2.17)

となる. この ω2
2 が表すのが内部重力波モードである.
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図 2.3: m = const. とした場合の完全圧縮方程式系の分散関係を示す. 縦軸は振動数の二乗 ω2,
横軸は水平波数の二乗 k2 である. 2つのモードが存在し, 赤線は音波モード, 青線は内部重力波
モードを示す.
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2.2.2 群速度

重力波の群速度の水平成分と鉛直成分は, 分散関係式 (2.17)より,

cxg = u±
N

(
m2 + 1

4H2

)
(k2 +m2 + 1

4H2 )3/2
, czg = ∓ Nmk

(k2 +m2 + 1
4H2 )3/2

(2.18)

で与えられる. k > 0 の場合を考えると, 波が定常 (ω = 0)であるならば, u > 0 の
とき, 群速度の水平成分は負の符号, 鉛直成分は正の符号をとる. もし czg が正なら
ば, 運動量は鉛直上向きに輸送される.

簡単化のため, m ≫ 1
2H
である波の性質と構造を調べる. 分散関係式は次のよう

に近似できる.

(ω − uk)2 =
N2k2

k2 +m2
= N2 cos2 ϑ (2.19)

ここで, ϑ は波数ベクトルと x 軸のなす角である. このとき群速度は,

cxg = u± Nm2

(k2 +m2)3/2
, czg = ∓ Nmk

(k2 +m2)3/2
(2.20)

となる. これはブシネスク方程式系における群速度と一致する.
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2.3 準圧縮方程式系における波動

最後に, 準圧縮方程式系における波の分散関係と偏波関係を求める. なおここで
用いる方程式系は deepconvの支配方程式と同じく, 無次元圧力変数に用いている.

2.3.1 分散関係

線形化された準圧縮方程式系は,

運動方程式

∂u′

∂t
= −u

∂u′

∂x
− cpθ

∂π′

∂x
(2.21a)

∂w′

∂t
= −u

∂w′

∂x
− cpθ

∂π′

∂z
+

θ′

θ
g (2.21b)

圧力方程式

∂π′

∂t
= −

{
c2s
cpθ

∂u′

∂x
+

c2s

cpρθ
2

∂ρθw′

∂z

}
− u

∂π′

∂x
(2.21c)

熱の式

∂θ′

∂t
= −u

∂θ′

∂x
− w′∂θ

∂z
(2.21d)

である. (杉山他, 2012) ここで u は水平速度, w は鉛直速度, π は無次元圧力, θ

は温位, ρ は密度, cp は単位質量あたりの定圧比熱である. 基本場は静水圧平衡の
関係

∂π

∂z
= − g

cpθ
(2.22)

が成り立っていると仮定する.

今, 基本場の成分について,

π = π0 exp(−z/H∗) (2.23a)

θ = θ0 exp(z/H
∗) (2.23b)

とすると, 基本場の静水圧平衡の式より, H∗ = cpT0/g である. また, (2.23)と状態
方程式より,

ρ = ρ0 exp
(
− z

H

)
(2.24)
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である.

また擾乱成分について,

u′ = Re ũ(x, z, t) exp
( z

2H

)
(2.25a)

π′ = Re π̃(x, z, t) exp
(
− z

H∗ +
z

2H

)
(2.25b)

θ′ = Re θ̃(x, z, t) exp
( z

H∗ +
z

2H

)
(2.25c)

とする. ここで, H = RT0/g である. 全ての変数に対して,

ã(x, z, t) = A exp[i(kx+mz − ωt)] (2.26)

とする. ここで A は複素振幅である. これらを (2.21)に代入すると, 偏波関係式,

i(ω − uk)U = cpθ0ikΠ (2.27a)

i(ω − uk)W = cpθ0

(
im− 1

H∗ +
1

2H

)
Π− Θ

θ0
g (2.27b)

i(ω − uk)Π =
c2s
cpθ0

{
ikU +

(
im+

1

H∗ − 1

2H

)
W

}
(2.27c)

i(ω − uk)Θ =
θ0W

H∗ (2.27d)

が得られる. 係数行列の固有方程式は,

(ω − uk)4 − c2s(ω − uk)2
{
k2 +m2 +

1

4H2

}
+ c2sk

2N2 = 0 (2.28)

であり, 分散関係式が得られた.

以上から, 線形論における準圧縮方程式系の分散関係式は完全圧縮方程式系の分
散関係式と一致することが確かめられた. このことから, Satomura et al. (2003)に
おいてCReSSの結果が他のモデルと異なっているのは, 方程式系の違いが原因で
はないと考えられる.

2.4 山岳波の線形解

ここではブシネスク方程式系を用いて山岳波の線形解について説明する. しか
し完全圧縮方程式系, 準圧縮方程式系でも基本的な性質は変わらない.
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2.4.1 伝播特性

山岳波は流体が下端の境界条件を通じて地形を感じることにより生じる. 今, 地
形が関数 h(x) で表されると仮定し,

h(x) = Reh0 exp(ikx) (2.29)

とする. 境界条件は,

w =
Dh

Dt
= u

∂h

∂x
at z = 0 (2.30)

である. したがって, 鉛直速度の解析解は,

w = Re uh0ik exp[i(kx+mz)] exp
( z

2H

)
(2.31)

である.

ここでブシネスク方程式系の分散関係式において, 定常状態 (ω = 0) の場合を考
えると,

m2 =

(
N

u

)2

− k2 (2.32)

が得られる. 短波 (k2 > (N/u)2)の場合, m2 は負であり, よって m は虚数となり
捕捉型の波となる. 長波 (k2 < (N/u)2)の場合, m2 は正であり, m は実数となり伝
播型の波となる.

図 2.4, 図 2.5に, 正弦関数型の地形を与えた場合の山岳波の鉛直速度の分布を
示す.
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図 2.4: ブシネスク方程式系の鉛直速度の解析解. 縦軸は高さ, 横軸は x 座標である. (a)波長
3 km の山, (b)波長 6 km の山, (c)波長 12 km の山. (a)は捕捉型の波, (b)(c)は伝播型の波である.
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図 2.5: 準圧縮方程式系の鉛直速度の解析解. 縦軸は高さ, 横軸は x 座標である. (a)波長 3 km の
山, (b)波長 6 km の山, (c)波長 12 km の山. (a)は捕捉型の波, (b)(c)は伝播型の波である.
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2.4.2 ローレンツ型の山から励起される山岳波の構造

地形を表す関数として, ローレンツ型の関数

h(x) =
h0a

2

a2 + x2
(2.33)

を与えた場合に励起される山岳波の構造について述べる. ここで a は山の半値幅,

h0は山の高さに対応する.

任意の地形 h(x) はフーリエ逆変換を用いて,

h(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
H(x)eikxdx (2.34)

と表されるので, この山から励起される山岳波はそれぞれの波数の波の重ね合わせ
として,

w(x, t) =
∑
k

w̃k(z)e
ikx (2.35)

のように書ける.

山岳波の鉛直速度分布は, 境界条件より, 地形 h(x) の一階微分に比例する. ロー
レンツ型の関数 h(x) の一階微分,

dh(x)

dx
= − 2h0a

2x

(a2 + x2)2
(2.36)

のフーリエ変換は,

Fdh(x)
dx

(k) =

∫ ∞

−∞

dh(x)

dx
e−ikxdx

=
[
h(x)e−ikx

]∞
−∞ + ik

∫ ∞

−∞
h(x)e−ikxdx

=
iπ

a
ke−|k|a

(2.37)

である.

ここで, k > 0 の場合のスペクトルを図 2.6に示す. スペクトルが最大となる波
数は kmax = 1/a である. ローレンツ型の地形の場合, この波数の波の振幅が最大
である.
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図 2.6: ローレンツ型の関数の一階微分のスペクトル

ブシネスク方程式系の分散関係式は,(
N

U

)2

= m2 + k2 = K2 (2.38)

である. ここで K は全波数, K =
√
k2 +m2 である. N と U が定数であるとき,

波数空間において, これは原点を中心とする半径 N/U の円の方程式である. 水平
波数に対する鉛直波数の変化率は,

∂m

∂k
= ∓ k√(

N
U

)2 − k2

(2.39)

である. k = 0 のとき ∂m/∂k = 0 となり, k = (N/U) のとき発散する. m > 0 の
場合を考えると, 水平波数が大きいとき, 鉛直波数の減少率は大きく, 水平波数が
小さいとき, 鉛直波数の減少率は小さいことがわかる.

水平波数が最大 (k = N/U)の波の波面は垂直であり, 水平波数が小さくなるに
つれて励起される波の波面は風下側に傾く. 水平波数に対する鉛直波数の変化率
の関係から, 波面が垂直な構造の波の成分の数は少なく, 傾きの大きな波の成分の
数が多いことがわかる.
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2.4.3 運動量フラックス

基本場と擾乱の関係

線形化されたブシネスク方程式系の運動方程式と連続の式は,

∂u

∂t
+

∂u′

∂t
+ u

∂u′

∂x
+ v′

∂(u+ u′)

∂y
+ w′∂(u+ u′)

∂z
= − 1

ρ0

∂p′

∂x
(2.40a)

∂u′

∂x
+

∂v′

∂y
+

∂w′

∂z
= 0 (2.40b)

である. (2.40)を東西平均すると,

∂u

∂t
+ u′∂u

′

∂x
+ v′

∂u′

∂y
+ w′∂u

′

∂z
= 0 (2.41)

が得られる. 積の微分の公式を用いて,

∂u

∂t
+

∂u′2

∂x
− u′∂u

′

∂x
+

∂(u′v′)

∂y
− u′∂v

′

∂y
+

∂(u′w′)

∂z
− u′∂w

′

∂z
= 0 (2.42)

とできる. これを整理すると,

∂u

∂t
− u′

(
∂u′

∂x
+

∂v′

∂y
+

∂w′

∂z

)
+

∂(u′w′)

∂z
= 0 (2.43)

となる. ここで連続の式を用いると,

∂u

∂t
+

∂(u′w′)

∂z
= 0 (2.44)

と書ける. ここで上付き線は東西平均を, プライムは東西平均からのずれの成分を
表す. (2.44)の左辺第二項に含まれる u′w′ は水平運動量フラックスの鉛直成分で
あり, u′ と w′ に相関がある場合には値を持ち, 運動量が輸送される. u′w′ は乱流
運動量フラックスであり, (2.44)は基本場の水平風速が乱流運動量フラックスの収
束によって時間変化することを表している.

ここで, ブシネスク系においては, 再び偏波関係式,

ikU + imW = 0 (2.3c)

より, U と W の関係は, m が実数の場合, すなわち伝播型の波の場合には同位相
となり, m が虚数の場合, すなわち捕捉型の波の場合には逆位相となることがわか
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る. そのため伝播型の波は運動量を輸送し, 捕捉型の波は運動量を輸送しない. 実
際, (2.3c)を用いると,

u′w′ =
Uei(kx+mz−ωt) + U∗e−i(kx+mz−ωt)

2
· W ei(kx+mz−ωt) +W ∗e−i(kx+mz−ωt)

2

=
1

4
(UW ∗ + U∗W )

= −1

2

mr

k
|U |2

(2.45)

と表される.*1 ここでアスタリスクは複素共役を表し, 下付き添え字 r は実部を表
す. また, u′w′ の符号は k > 0 の場合 m によって決まることがわかる. m が虚数
のときには u′w′ = 0 である.

山岳波による運動量輸送

山岳波はエネルギーを上向きに運ぶことから, 鉛直群速度 czg は正の符号をとる.

つまり m > 0 であり, そのとき, u′w′ < 0 である. これは直感的には山に風がぶつ
かると風が減速されるということである. 山岳波により東向きの運動量が下向き

*1(2.45)の導出の補足. 偏波関係式より, U と W は以下のように関係づけられる.

U = (Ur, Ui), W = −m

k
(Ur, Ui)

ここで下付き添え字 r は実部, i は虚部を表す.

UW ∗ = −m∗

k
(Ur + iUi)(Ur − iUi)

= −m∗

k
(U2

r + U2
i + i(UiUr − UrUi))

= −m∗

k
|U |2

U∗W = −m

k
(Ur − iUi)(Ur + iUi)

= −m

k
(U2

r + U2
i + i(UrUi − UrUi))

= −m

k
|U |2

なので,

UW ∗ + U∗W = −|U |2

k
(m+m∗)

= −|U |2

k
2mr

である.
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に運ばれ, 地面と大気の間で運動量の交換が行われる. 山岳波が次第に上方に伝わ
ると上のほうからも運動量を輸送してくる. 散逸がない場合には十分な時間が経
ち定常状態になると, この運動量フラックスは高さに対して一定の値になる.
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第3章 モデルの概要

本章では本研究で用いる雲解像モデル deepconvの概要とモデルへの地形の導入
について述べる. まずは地形を導入する前の時点でのモデルについて, その概要を
述べる. そのあとでモデルの地形の導入について述べる. deepconv は三次元モデ
ルであるが, 本研究では水平-鉛直の二次元モデルとして使用し, 地形に沿う座標系
を導入した.

3.1 雲解像モデル deepconv の概要

雲解像モデルdeepconv (Sugiyama et al., 2009)は地球流体電脳倶楽部のdeepconv

プロジェクトで開発されている数値モデルである. 木星大気における複数凝結成分
の雲の鉛直分布と対流運動の特徴を調べることを目的として開発されてきた. こ
れまで deepconv で行われた木星大気の雲対流の数値計算結果より, 周期的な対流
活動の存在が明らかになっている (Sugiyama et al., 2014). しかし木星の対流を調
べることを目的としたこともあり, deepconvは地形の効果を取り入れていない.

deepconvの基礎方程式系は準圧縮方程式系に全ての凝結成分の保存式を組み
合わせたものである. 雲微物理過程と乱流混合過程はそれぞれ Kessler (1969)と
Klemp andWilhelmson (1978)のパラメタリゼーションを用いて表現している. 基
礎方程式系の空間離散化は差分法を用いて行っており, 時間積分は音波モードとそ
れ以外のモードを異なる時間ステップを用いて積分する, モード分割法を用いて
行っている.

3.1.1 基礎方程式系

力学的な枠組みは, 準圧縮方程式系 (Klemp and Wilhelmson, 1978) を用いてい
る. この方程式系では, 速度以外の予報変数を水平一様な基本場の成分とそこから
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のずれの擾乱成分に分離し, 方程式の一部を線形化している.

準圧縮方程式系の時間発展方程式は以下の通りである. 密度の式では乾燥成分
と湿潤成分の分子量の差を考慮するが, 熱の式では考慮しない. また圧力方程式で
は非断熱加熱による大気の膨張と, 凝縮に伴う圧力変化を無視している.

運動方程式

∂u

∂t
=−

(
u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z

)
− cpdθv

∂π′

∂x
+ Turb.u (3.1a)

∂v

∂t
=−

(
u
∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z

)
− cpdθv

∂π′

∂y
+ Turb.v (3.1b)

∂w

∂t
=−

(
u
∂w

∂x
+ v

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z

)
− cpdθv

∂π′

∂z
+ Turb.w

+

(
θ′

θ
+

Σqv/Mv

1/Md + Σqv/Mv

− Σqv + Σqc + Σqr
1 + Σqv

)
g

(3.1c)

圧力方程式

∂π′

∂t
=−

{
c2s

cpdθv

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y

)
+

c2s

cpdρθv
2

∂ρθvw

∂z

}

−
(
u
∂π′

∂x
+ v

∂π′

∂y
+ w

∂π′

∂z

)
+

Rdπ
′

cvd

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z

)
+

c2s
cpdθv

{
θ̇

θ
+

(
Σq̇v/Mv

1/Md + Σqv/Mv

− Σq̇v + Σq̇c + Σq̇r
1 + Σqv

)} (3.1d)

熱の式

∂θ′

∂t
=−

(
u
∂θ′

∂x
+ v

∂θ′

∂y
+ w

∂θ′

∂z

)
− w

∂θ

∂z

+
Qcnd +Qrad +Qdis

π
+ Turb.θ

(3.1e)

混合比の保存式

∂qv
∂t

= −
(
u
∂qv
∂x

+ v
∂qv
∂y

+ w
∂qv
∂z

)
+ Src.qv + Turb.qv (3.1f)

∂qc
∂t

= −
(
u
∂qc
∂x

+ v
∂qc
∂y

+ w
∂qc
∂z

)
+ Src.qv + Turb.qc (3.1g)

∂qr
∂t

= −
(
u
∂qr
∂x

+ v
∂qr
∂y

+ w
∂qr
∂z

)
+ Src.qr + Fall.qr + Turb.qr (3.1h)
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ここで , θv は仮温位, qv は気相の混合比, qc は雲水混合比, qr は雨水混合比,

θ̇ = Dθ/Dt である. また, Turb は粘性拡散, Qcnd は凝縮による加熱, Qrad は放射
加熱, Qdis は散逸加熱, Src は凝縮による生成, Fall は落下を示す. ただし, 本研
究では非粘性, 断熱な流れに注目するので, 粘性項, 非断熱加熱項はすべてゼロと
する.

3.1.2 境界条件

境界条件は水平方向には周期境界であり. 鉛直方向には w = 0 である.

3.1.3 離散化の概要

格子と変数の配置

本モデルでは, 図 3.1に示すように 水平・鉛直方向の格子点をずらして互い違
いに配置する. 配置方法は水平方向に ArakawaCグリッド, 鉛直方向に Lorenzグ
リッドを用いている. スカラー量 (気圧偏差, 温位偏差)は格子の中心に配置する.

ベクトル量 (速度など)は中心からつぎのように半格子ずらして配置する. ベクト
ル量の x 成分を評価する点は, 鉛直方向にはスカラー量と同じとし, 水平方向に半
格子ずらす. ベクトル量の z 成分を評価する点は, 水平方向にはスカラー量と同じ
とし, 鉛直方向に半格子ずらす. 格子点のラベル付けおよび境界は図 3.2のように
設定する.

空間・時間方向の離散化の手法

空間方向の離散化は移流項には四次精度中心差分を用いて行う. その他の項に
は二次精度中心差分を用いる. 時間方向の離散化は時間分割法を用いて行う. 音波
に関連する項とその他の項 (移流項)はそれぞれ短い時間刻み ∆τ と長い時間刻み
∆t を用いて時間積分を行う. 音波に関する項の離散化には水平方向は陽解法, 鉛
直方向は陰解法とするHE-VI法を用いている. 音波に関連しない項はリープ・フ
ロッグ法を用いて積分する. 熱力学の式は移流項のみであり, リープ・フロッグ法
を用いて長い時間刻み ∆t で時間積分を行う.
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図 3.1: 格子点の配置 (地球流体電脳倶楽部, 2012)

図 3.2: 添え字と境界の設定. 実際に計算する領域の添え字の範囲は, 1 から im である. (地球流
体電脳倶楽部, 2012)

3.2 地形に沿う座標系の導入とモデルの変更点

この節では地形に沿う座標系の導入について述べる. 式変形の詳細は付録A.2に
示す. 雲解像モデルCReSS (Tsuboki and Sakakibara, 2001)と同様に次のような地
形に沿った座標系を用いる.

ξ = x (3.2a)

η = y (3.2b)

ζ = ζ(x, y, z) (3.2c)
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この場合, デカルト座標系の速度成分 (u, v, w) は, 地形に沿う座標系の速度成分
(U, V,W ) を用いて次のように表される.

u

v

w

 = G


U

V

W

 (3.3)

ここで,

G =


∂x
∂ξ

∂x
∂η

∂x
∂ζ

∂y
∂ξ

∂y
∂η

∂y
∂ζ

∂z
∂ξ

∂z
∂η

∂z
∂ζ

 (3.4)

であり,

|G| = ∂(x, y, z)

∂(ξ, η, ζ)
̸= 0 (3.5)

であるとき, 地形に沿う座標系の速度成分 (U, V,W ) は デカルト座標系の速度成
分 (u, v, w) を用いて表される.

U

V

W

 = G−1


u

v

w

 (3.6)

本研究では水平方向の座標を変えず, 鉛直方向の座標のみ, 地面からある高度ま
での幅で規格化した座標を用いる. つまり,

ξ = x (3.7a)

η = y (3.7b)

ζ = ζ(x, y, z) = z∗ (3.7c)

とする. 地形に沿う座標系 z∗(x) としては,

z∗(x) ≡ ztop(z − zsfc(x))

ztop − zsfc(x)
(3.8)

を与える. ここで zsfc(x) はデカルト座標系における地形の高度分布, ztop は計算
領域の上端である. 上式より, 地表面 z = zsfc では z∗ = 0, 領域の上端 z = ztop で
は z∗ = ztop となる. またこのとき, ∂z∗/∂z は zに依存しないので, z∗ 曲線の間隔
は z 方向に変化しない.
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地形の関数 zsfc(x) として,

zsfc =
ha2

a2 + x2
(3.9)

のようにローレンツ型の関数を与えた場合の z∗ 曲線を図 3.3に示す. この座標系
では, ヤコビアンの変数成分は記号 M1,M3 を用いて,

−∂z

∂x
=

(
z∗(x)

ztop
− 1

)
∂zsfc(x)

∂x
= M1 (3.10a)

∂z

∂z∗
= 1− zsfc(x)

ztop
= M3 (3.10b)

と表される. また, 地形に沿う座標系の速度成分は,

U = u (3.11a)

W =
1

M3

(M1u+ w) (3.11b)

のように表される. 本モデルでは, ∂zsfc(x)/∂x には解析的な値を用いている.
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図 3.3: 高さ h = 1000m, 半値幅 a = 1000m の場合の z∗ 曲線.
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3.2.1 基礎方程式系

水平・鉛直の二次元を考える場合, 前節に述べた地形に沿う座標系の基礎方程式
系は以下のようになる.

運動方程式

∂u

∂t
=−

(
u
∂u

∂x
+W

∂u

∂z∗

)
− cpdθv

M3

(
M3

∂π′

∂x
+M1

∂π′

∂z∗

)
(3.13a)

∂w

∂t
=−

(
u
∂w

∂x
+W

∂w

∂z∗

)
− cpdθv

M3

∂π′

∂z∗
+

θ′

θ
g (3.13b)

圧力方程式

∂π′

∂t
=− 1

M3

{
c2s

cpdθv

(
M3

∂u

∂x
+M1

∂u

∂z∗

)
+

c2s
cpdρθ

2
v

∂(ρθvw)

∂z∗

}

−
(
u
∂π′

∂x
+W

∂π′

∂z∗

)
+

Rdπ
′

cvd

[
∂u

∂x
+

1

M3

{
M1

∂u

∂z∗
+

∂w

∂z∗

}] (3.13c)

熱の式

∂θ′

∂t
=−

(
u
∂θ′

∂x
+W

∂θ′

∂z∗

)
− w

M3

∂θ

∂z∗
(3.13d)

座標変換前後の式を比べると, 方程式中の x 方向と z 方向の偏微分が含まれる項
が書き変わっている.

3.2.2 境界条件

境界条件は水平方向には周期境界条件とする. 鉛直方向には上端 (z∗ = ztop)で
w = 0 とする. 下端では以下のように設定する. すなわち, 地形に沿う座標系 (x-z∗

座標系)における鉛直速度がゼロとなるように, デカルト座標系 (x-z 座標系)にお
ける鉛直速度を設定する.

w = − 1

M3

uM1 at z∗ = 0 (3.14)
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3.2.3 時間離散化方法

本研究では地形に沿う座標系の導入に伴い, 水平・鉛直方向ともに陽解法とする
HE-VE法を用いることとした. 音波に関連する項の離散化方法としてHE-VI法は
煩雑なためである.
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第4章 山岳波の数値実験

本章では, 地形を導入した雲解像モデル deepconvの検証のために行ったテスト
計算結果を示す. テスト計算として, Satomura et al. (2003)で行われた山岳波の実
験を行った.

4.1 計算設定

本研究では Satomura et al. (2003)で行われた 6つの山岳波の実験を行い, 波の
構造と水平運動量フラックスの鉛直成分を確認した. 地形にはローレンツ型の山
を与える. 山の高さが 100m (実験A)と 500m (実験D)の二種類に対して, それ
ぞれ複数の半値幅を与えて実験を行った.

4.2 実験設定

各実験では, ローレンツ型の山を与え, 初期条件から非粘性・断熱の条件でほぼ
定常な解が得られるまで積分する.

4.2.1 初期場の設定

実験で与えた初期場は, まず等温大気 (実験Aは 231K, 実験Dは 924K )を仮定
し, 静水圧平衡の関係から圧力分布を求める. そして風は水平風速 u = 10m · s−1

を与えた.
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4.2.2 実験 A: 高さ 100m の山

実験Aでは半値幅が異なる高さ 100mのローレンツ型の山の形を与えて 4つの
実験を行った. また, 初期条件として 231K の等温大気を仮定した. 各実験の実験
名, 山の半値幅 a , 計算領域幅 L,H, 格子点間隔 ∆x,∆z , タイムステップ ∆t,∆τ ,

積分時間の設定を表 4.2に示す.

補足

Satomura et al. (2003) では実験A1の格子点間隔は ∆x = 1000m,∆z = 250m

であるが, その格子間隔では deepconvでは山岳波を表現することができなかった.

その原因は不明である. 格子間隔を小さくするとその問題は解決した. そのため
A1では ∆x = 100m,∆z = 100m として実験を行った. それに伴い, Satomura et

al. (2003) での水平方向の計算領域幅は L = 2000 km であるが, 計算時間の都合
から今回は, 計算領域幅が結果に影響しないことを確認した上で L = 200 km とし
て実験を行った.

表 4.1: 実験A: 各実験の設定
a (m) L,H (km) ∆x,∆z (m) ∆t,∆τ (s) 積分時間 (s)

A1 5000 200, 60 100, 100 1.0, 0.05 18000

A2 500 200, 60 100, 100 1.0, 0.05 6000

A3 100 40, 10 20, 20 0.05, 0.01 1200

A4 50 10, 4 5, 5 0.01, 0.002 600

4.2.3 実験 D: 高さ 500m の山

実験Dでは山の半値幅が異なる高さ 500mのローレンツ型の山を与えて 2つの
実験を行った. また, 初期条件として 924K の等温大気を仮定している.各実験の
実験名, 山の半値幅 a , 計算領域幅 L,H, 格子点間隔 ∆x,∆z , タイムステップ
∆t,∆τ , 積分時間の設定を表 4.3に示す.

main.tex 2021/03/15



第 4章 山岳波の数値実験 35

表 4.2: 実験D: 各実験の設定
a (m) L,H (km) ∆x,∆z (m) ∆t,∆τ (s) 積分時間 (s)

D1 500 100, 30 50, 50 0.05, 0.01 6000

D2 250 100, 30 50, 50 0.05, 0.01 6000

4.2.4 線形理論との関係

ブシネスク方程式系における運動方程式は, 変数を基本場の成分と擾乱成分に分
けて表し, 基本場が水平方向に一様であるとすると,

∂u′

∂t
+ u

∂u′

∂x
+ u′∂u

′

∂x
= −∂ϕ′

∂x
(4.1)

である. 非線形効果は上式の左辺第二項と第三項の大小関係によって, 見積もられ
る. 偏波関係式と境界条件より,

|u′| ∼ m

k
|w′| ∼ m

k
kh0u (4.2)

である. |k| ≤ |m| の場合, 分散関係式より m ∼ O(N/u) である. このことから,

|u′| ∼ N

u
h0u (4.3)

であり, (|u′|/|u|) ∼ h0(N/u) とわかる. つまり, 山の高さ h0 と u/N の比によっ
て線形理論の妥当性が示され, h0N/u ∼ O(1) のとき非線形の効果を無視できない
だろう. h0N/u の大きさは, 実験Aでは O(0.1) のため実験結果が線形理論の解に
近いと考えられるが, 実験Dでは O(1) のため実験結果を線形理論では十分に説明
できないと考えられる.
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4.3 実験結果 (1): 波の構造

ここでは実験で得られた山岳波の波の構造を示す. なお, 特に断らない限り, 図
中の高度は幾何学的高度 z である. モデルでは z∗ 座標を用いているが, その計算
結果を用いて線形内挿して描画している.

4.3.1 実験A: 高さ 100m の山

山岳波の時間発展

図 4.1に山の中心の直上における鉛直速度の時間発展を示す. 時間の経過ととも
に位相が降りてきている. いずれの実験結果も十分に時間が経過すると計算領域
の下層では時間変化しなくなっており, 定常状態に至ったとみなすことができる.

山の半値幅を小さくすると, 定常状態に至るまでの時間が短くなることがわかる.

またA1では約 8000 s, A2では約 4000 s 後に, モデルの上端から位相の異なる波が
降りてきている. この波はモデルの上端で反射して戻ってきている波である.
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図 4.1: 実験 Aで得られた, 山の中心の直上における鉛直速度の時間発展. 横軸は時間, 縦軸は z∗

座標系の高度である.

main.tex 2021/03/15



第 4章 山岳波の数値実験 38

山岳波の構造

十分に時間が経過し, 定常状態となっているとみなせる鉛直速度分布を用いて,

山岳波の構造を確認する. 図 4.2-4.5 にそれぞれA1-A4の結果を示す.

まず線形解析解と比較する. A1-A4の実験では deepconvは解析解とほぼ一致す
る構造を持つ波を表現した. A1では伝播する波が現れている. deepconvで得られ
た波の振幅は高度 8 km 以上では約 0.1m · s−1ほど小さいが, それらは振幅の 20%

程度である. 一方, deepconvから得られた波の位相の傾きは, 解析解よりも小さい.

特に山の風上側の高度 10 km 以上において顕著である. しかし, 時間発展を追っ
て確認してみると, 位相の傾きは次第に水平に近づくことがわかった (付録B). こ
のことからさらに時間が経過すると, 位相の傾きは解析解に近づくと考えられる.

A2ではA1よりも小さい仰角で伝播する波が現れている. deepconvで得られた波
の振幅は解析解に比べて高度 10 km では約 0.1m · s−1 ほど大きいがそれらは振幅
の 20% 程度である. 一方, 位相の傾きは解析解よりも小さい. 特に山の風上側高
度 10 km 以上において顕著である. これはA1と同じ傾向であり. さらに時間が経
過すると位相の傾きは解析解に近づくと考えられる. A3では地面に捕捉された波
が現れている. また, 解析解の振幅に比べて約 5% 程度, 振幅の大きい領域が存在
し, 風上よりも風下でその違いが明らかである. 下の St-MIPに参加した他のモデ
ルの結果との比較で述べるように, St-MIPに参加した全てのモデルで同様の傾向
があるため, 非線形効果が現れているかもしれない. A4ではA3と同様に地面に捕
捉された波が現れている. また, 解析解の振幅に比べて約 10% 程度, 振幅の大きい
領域が存在する. 解析解に対するこの傾向は St-MIPに参加したすべてのモデルに
見られる.

次にSt-MIPに参加した 3つのモデルの結果と比較する. A1では波の構造の特徴,

振幅の大きさについて, CReSS以外のモデルの結果とおおよそ一致する. CReSS

以外のモデルから得られる波の振幅は ∼ 10% 程度の範囲で deepconv の結果と一
致し, 変動の大きい領域の x 方向の広がりもほぼ同じである. しかしCReSSから
得られる結果は, 他のモデルより振幅が ∼ 0.15m · s−1 程度小さく, これは振幅の
40% 程度である. A2では, 波の構造, 振幅の大きさについて, 全てのモデルの結果
とおおよそ一致している. 波の峰に沿って局所的なピークが見られる箇所がある
が, これはモデル間の差の範囲である. A3とA4は全てのモデルの結果とおおよそ
一致している.

main.tex 2021/03/15



第 4章 山岳波の数値実験 39

図 4.2: 実験 A1. 時刻 t = 18000 s, 高度 0 ∼ 15 km における鉛直速度分布のスナップショッ
ト. (a)は解析解であり x = 20 km に山がある. (b)は数値実験の結果で x = 100 kmに山がある.
(c)(d)(e)は St-MIPに参加したモデルの結果であり, (c)はMRI/NPD-NHM, (d)は TSO, (e)は
CReSSの結果で, x = 1000 km に山がある. 等値線の間隔は 0.05m · s−1.
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図 4.3: 実験A2. 時刻 t = 6000 s, 高度 0 ∼ 15 km における鉛直速度分布のスナップショット. (a)
は解析解であり x = 20 km に山がある. (b)は数値実験の結果, (c)(d)(e)は St-MIPに参加したモ
デルの結果であり, (c)はMRI/NPD-NHM, (d)は TSO, (e)は CReSSの結果で, 計算領域の中央
に山が存在する. 等値線の間隔は 0.1m · s−1.
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図 4.4: 実験 A3. 時刻 t = 1200 s, 高度 0 ∼ 2 km における鉛直速度分布のスナップショット. (a)
は解析解であり x = 1km に山が存在する. (b)は数値実験の結果, (c)(d)(e)は St-MIPに参加した
モデルの結果であり, (c)はMRI/NPD-NHM, (d)は TSO, (e)は CReSSの結果で, 計算領域の中
央に山がある. 等値線の間隔は 0.25m · s−1.
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図 4.5: 実験 A4. 時刻 t = 600 s, 高度 0 ∼ 500m における鉛直速度分布のスナップショット. (a)
は解析解であり x = 250m に山が存在する. (b)は数値実験の結果, (c)(d)(e)は St-MIPに参加し
たモデルの結果であり, (c)はMRI/NPD-NHM, (d)は TSO, (e)は CReSSの結果で, 計算領域の
中央に山がある. 等値線の間隔は 1.0m · s−1.
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4.3.2 実験D: 高さ 500m の山

山岳波の時間発展

図 4.6に山の中心の直上における鉛直速度の時間発展を示す. いずれの実験結果
もモデルの上端から位相が降りてきている. 十分に時間が経過すると計算領域の
下層では時間変化しなくなっており, 定常状態に至ったとみなすことができる.

山岳波の構造

鉛直速度分布を用いて, 山岳波の構造を確認する. 図 4.7にD1の結果, 図 4.8に
D2の結果を示す.

まず, 線形解析解と比較する. D1では, 風下側斜め上に伝播する波が現れてお
り, 波の構造はおおよそ一致する. また, 波の振幅は解析解より 0.2-0.4m · s−1 大
きい. これは非線形効果の影響であると考えられる. D2では, 伝播する波が現れて
おり, 波の構造はおおよそ一致する. 高さ 10 km までにおいて, 山の中心から 7 km

風上側での鉛直方向の波の数は, 線形解よりも少ない. また, 波の振幅は解析解よ
り 0.5-1.0m · s−1 大きく, これは非線形効果の影響であると考えられる.

次に, St-MIPに参加した 3つのモデルの結果と比較して述べる. D1とD2では,

波の構造と振幅は他のモデルの結果とおおよそ一致しており, 非線形の効果を考慮
すべき場合でも本研究で地形を導入した deepconvが山岳波を表現できることがわ
かった. D2では風下での振幅が他のモデルよりも小さく, CReSSの結果と比べる
と, 約 0.5m · s−1 程度の差がある. しかしこれは他のモデル間の変動幅のうちであ
ると考えられる.
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図 4.6: 実験Dで得られた, 山の中心の直上における鉛直速度の時間発展. 横軸は時間, 縦軸は z∗

座標系の高度である.
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図 4.7: 実験D1. 時刻 t = 6000 s, 高度 0 ∼ 10 km における鉛直速度分布のスナップショット. (a)
は解析解であり x = 5km に山がある. (b)は数値実験の結果, (c)(d)(e)は St-MIPに参加したモデ
ルの結果であり, (c)はMRI/NPD-NHM, (d)は TSO, (e)は CReSSの結果で x = 5km に山があ
る. 等値線の間隔は 0.2m · s−1.
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図 4.8: 実験D2. 時刻 t = 6000 s, 高度 0 ∼ 10 km における鉛直速度分布のスナップショット. (a)
は解析解であり x = 5km に山がある. (b)は数値実験の結果, (c)(d)(e)は St-MIPに参加したモデ
ルの結果であり, (c)はMRI/NPD-NHM, (d)は TSO, (e)は CReSSの結果で x = 5km に山があ
る. 等値線の間隔は 0.5m · s−1.

main.tex 2021/03/15



第 4章 山岳波の数値実験 47

4.4 実験結果 (2): 運動量フラックス

次に, 実験から得られた運動量フラックス,

M = ρu′w′ (4.1)

を確認する. ρu′w′[(kg ·m−3)(m · s−1)(m · s−1)] は水平方向単位面積あたり単位時
間あたりの, x 方向の運動量の鉛直方向への輸送である. 今回の設定では系の中心
に孤立した山があるため, 系の中心で山岳波が生じ, その付近でのみ運動量が輸送
される. そのため単位面積当たりの運動量フラックスは, 考える水平方向の面積に
依存する. ここで示す運動量フラックスは系の広さで平均した運動量フラックス
である. また, ここでは密度として基本場の値 ρ0(z) を用い, ρ0u′w′ を計算した.

4.4.1 実験A: 高さ 100m の山

図 4.9-4.12に実験A1-A4の結果を示す. 全ての実験で運動量フラックスは負の
値をとり, ある時刻における運動量フラックスの絶対値は高さとともに減少してい
ることがわかる (図 4.9a, 4.10a, 4.11a, 4.12a). また, 時間がたつにつれて, 各高度
における運動量フラックスの絶対値は大きくなる. これは上方伝播した山岳波が時
間とともに高高度に達し, 運動量を下向きに輸送するようになるからである. A2,

A3, A4の運動量フラックスの値は時間の経過とともに一定の値に近づくが, A1で
は t = 18000 s においても運動量フラックスが高度変化している. この理由として
は積分時間が十分ではなく定常状態に達していない可能性が考えられる.

A1とA2では, 解析解で規格化された運動量フラックスの値は時間とともに 1に
近づいており, 解析解と同様の運動量フラックスが再現されたことを示している
(図 4.9b, 4.10b). この結果は St-MIPに参加したCReSS以外のモデルの結果と同じ
である. CReSSでは高度とともに急激に運動量フラックスの絶対値が小さくなっ
ており, 明らかに deepconvや他のモデルとは異なっている. A3では解析解で規格
化された運動量フラックスの値は時間とともに 1.5-2.0に近づいている (図 4.11b).

この結果はMRI-NHM(図 4.11c)とTSO(図 4.11d)の中間に位置づけられる. A4で
は解析解で規格化された運動量フラックスの値は時間とともに 1.5に近づいている
(図 4.12b). St-MIPに参加したモデルの結果にはばらつきがあり, deepconv の結
果はそのうちのどれともあまり似ていない.
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図 4.9: 実験 A1. z= 0.1 ∼ 15 km における運動量フラックス. (a) 解析解 (点線) と
t= 3600 s, 10800 s, 18000 s における値. (b)t= 3600 s, 10800 s, 18000 s における値を解析解で規格
化した値. (c)(d)(e)解析解で規格化された St-MIPに参加したモデルの結果. (c)は MRI-NHM,
(d)は TSOでプロットされている数字は積分時間 [h]を表す. (e)は CReSS.
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図 4.10: 実験 A2. z= 0.1 ∼ 15 km における運動量フラックス. (a) 解析解 (点線) と
t= 1800 s, 3600 s, 6000 s における値. (b) t= 1800 s, 3600 s, 6000 s における値を解析解で規格化し
た値. (c)(d)(e)解析解で規格化された St-MIPの結果. (c)はMRI-NHM, (d)は TSOでプロット
されている数字は積分時間 [h]を表す. (e)は CReSS.

main.tex 2021/03/15



第 4章 山岳波の数値実験 50

図 4.11: 実験 A3. z= 0.2 ∼ 6 km における運動量フラックス. (a) 解析解 (点線) と
t= 300 s, 600 s, 1200 s における値. (b) t= 300 s, 600 s, 1200 sにおける値を解析解で規格化した値.
(c)(d)(e)解析解で規格化された St-MIPに参加したモデルの結果. (c)はMRI-NHM, (d)は TSO
でプロットされている数字は積分時間 [h]を表す. (e)は CReSS.
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図 4.12: 実験 A4. z= 0.2 ∼ 2 km における運動量フラックス. (a) 解析解 (点線) と
t= 120 s, 300 s, 600 s における値. (b) t= 120 s, 300 s, 600 s における値を解析解で規格化した値.
(c)(d)(e)解析解で規格化された St-MIPに参加したモデルの結果. (c)はMRI-NHM, (d)は TSO
でプロットされている数字は積分時間 [h]を表す. (e)は CReSS.
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4.4.2 実験D: 高さ 500m の山

図 4.13に実験D1の結果, 図 4.14に実験D2の結果を示す. 全ての実験で運動量
フラックスは負の値をとり, ある時刻における運動量フラックスの絶対値は高さと
ともに減少していることがわかる (図 4.13a, 4.14a). また, 時間がたつにつれて, 各
高度における運動量フラックスの絶対値は大きくなり, 一定の値に近づいている.

これは上方伝播した山岳波が時間とともに高高度に達し, 運動量を下向きに輸送す
るようになるからである.

D1では解析解で規格化された運動量フラックスの値は時間とともに 1.5に近づ
いていて, D2では 3に近づいている. この結果は St-MIPに参加したCReSS以外
のモデルの結果と整合的である.
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図 4.13: 実験 D1. z= 0.1 ∼ 15 km における運動量フラックス. (a) 解析解 (点線) と
t= 1800 s, 3600 s, 6000 s における値. (b)t= 1800 s, 3600 s, 6000 s における値を解析解で規格化し
た値. (c)(d)(e)解析解で規格化された St-MIPに参加したモデルの結果. (c)はMRI/NPD-NHM,
(d)は TSOでプロットされている数字は積分時間 [h]を表す. (e)は CReSS.
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図 4.14: 実験 D2. z= 0.1 ∼ 15 km における運動量フラックス. (a) 解析解 (点線) と
t= 1800 s, 3600 s, 6000 s における値. (b)t= 1800 s, 3600 s, 6000 s における値を解析解で規格化し
た値. (c)(d)(e)解析解で規格化された St-MIPに参加したモデルの結果. (c)はMRI/NPD-NHM,
(d)は TSOでプロットされている数字は積分時間 [h]を表す. (e)は CReSS.
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4.5 結果のまとめと考察

本章では地形を導入した deepconvを用いて Satomura et al. (2003)の山岳波実
験を行った.

deepconvによる結果を線形解と比較し, deepconvは解析解とほぼ一致する構造
の波を表現することが確認された. A1-A4では振幅の線形解との整合性を確認し
た. D1,D2では線形解より ∼ 10% 程度振幅が大きいことを確認した. これは非線
形効果の影響であると考える. また解析解で規格化した運動量フラックスの値は
時間の経過とともに, A1, A2では 1に近づき, A3, A4では 1.5-2.0に近づいている.

D1では 1.5, D2では 3に近づく. D1, D2の結果は, 非線形効果の影響によると考
えられる.

deepconvによる結果は, St-MIPに参加したモデルのうちの CReSS以外の結果
と波の構造, 運動量フラックスがおおよそ一致していた. ただしA4の結果はモデ
ル間の差が大きかった. 本研究では一様な背景大気を仮定しているが, Doyle et

al. (2011)の現実的な大気構造を与えたモデル相互比較実験でも同様にモデル間で
の結果の差が見られる. このことについては今後さらなる研究が必要である.

St-MIPに参加したモデルとの比較においても最も興味深いのは deepconvと同
じ準圧縮方程式系を用いるCReSSの結果との比較である. 驚くことに deepconvか
ら得られた波の構造や運動量フラックスは, 多くの実験においてCReSSと似てお
らず, 解析解や St-MIPに参加した他のモデルの結果に近くなっている. 2.3.1節で
述べたように, 線形化された準圧縮方程式系の重力波の分散関係式は完全圧縮方程
式系のものと同じであり, 基礎方程式系の差でCReSSの結果の特異さを説明する
ことはできない. そして本研究により, 準圧縮方程式系を z∗ 座標系に変換し, 差分
法で離散化して構築した数値モデルが線形解析解, および完全圧縮方程式系に基づ
くモデルと同等の波の構造と運動量フラックスを表現することが示された.

CReSSと deepconvの数値モデルとしての違いは, 予報変数, 時間積分方法が挙
げられる. 予報変数として, deepconvは無次元圧力を用いており, CReSSは圧力を
用いている. 時間積分については本研究で地形を導入した deepconvはHE-VE法
を用いている. 一方, CReSSではHE-VI法を用いており, 音波に関連する項を水平
方向には前進差分, 鉛直方向にはクランク・ニコルソン法を用いている. これら 2

つの違いが, 本研究で示したモデル間の差の原因かもしれない.
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第5章 結論

地形はその熱的効果および力学的効果によって大気循環に影響を及ぼしている.

例えば斜面に風がぶつかることで生じる内部重力波のひとつである山岳波は, 運動
量を鉛直輸送し, 大気大循環にも重要な役割を果たしていると考えられる. 本研究
では, 地形が大気循環に及ぼす力学的効果を調べることを目指して二次元版の雲解
像モデル deepconv (Sugiyama et al., 2009) に地形を導入した.

はじめに deepconvが基礎方程式系に用いている準圧縮方程式系における内部
重力波の性質を線形近似の下で確認し, 準圧縮方程式系における波の性質が完全
圧縮方程式系と完全に同じであることを確認した. 次に, deepconv が基礎方程式
として用いる準圧縮方程式系を幾何学的高度座標系から変換し, 標高で規格化し
た高さの座標系における方程式系を導出した. そしてその方程式系を差分化し,

deepconvに地形を導入した. 地形を導入した deepconvの振る舞いを検証するため
には, Satomura et al. (2003) で行われた理想化された山岳波のモデル相互比較実
験を行った. 線形近似が成り立つと考えられる山の高さ (h0 = 100m)の実験では,

波の構造, 運動量フラックスは線形解析解とよく一致することを確認できた. 非線
形効果が無視できない山の高さ (h0 = 500m)の実験では, 波の構造, 運動量フラッ
クスが線形解析解からずれているが, 相互比較実験に参加したCReSS以外のモデ
ルの結果と同様であることを確認した. これらのことから, 本研究で deepconv に
地形を取り入れることに成功したことが示された. 地形の大気循環に対する影響
のモデルによる表現には, 条件によって未だモデル間の差が大きく, 大気循環研究
の課題の一つである. 本研究で地形を導入した deepconvも, 他のモデルとともに
今後それらの研究に活用していくことができるだろう.
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付録A 地形に沿う座標系の
幾何的な性質

この付録では, 地形に沿う座標系を導入する際に必要な座標変換についてまとめ
る. デカルト座標系における方程式系から地形に沿う座標系における方程式系を
導出する方法は二つ存在する. ひとつはチェーンルール (連鎖律)を用いて変換す
る方法で, もうひとつはテンソルを用いて一般的な座標系における方程式系を求め
ておき, その結果を地形に沿う座標系に適用するという方法である. ここでは後者
のテンソルを用いた方法による地形に沿う座標系の方程式系の導出を示す.

A.1 数学的準備

A.1.1 一般曲線座標

直交座標系 (x, y, z) の関数として, 空間のある領域で定義される 3 つの関数
F i(x, y, z) を考える. これらは (x, y, z) について何度でも微分可能であるとする.

ξ = F 1(x, y, z) (A.1a)

η = F 2(x, y, z) (A.1b)

ζ = F 3(x, y, z) (A.1c)

とおいたとき, 領域内の各点 P (x, y, z) に対して, (ξ, η, ζ) が対応する. この対応が
1対 1のとき, 領域内に曲線座標系 (ξ, η, ζ) が設定されたという. さらに, 次のこと
が成り立っていると仮定する.

∂(x, y, z)

∂(ξ, η, ζ)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂ξ

∂x
∂η

∂ x
∂ζ

∂y
∂ξ

∂y
∂η

∂ y
∂ζ

∂z
∂ξ

∂z
∂η

∂ z
∂ζ

∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0 (A.2)

main.tex 2021/03/15



付録A 地形に沿う座標系の幾何的な性質 58

座標曲線 (ξ, η, ζ) の接線ベクトルを基底ベクトル ei, 座標曲線の法線ベクトル
を双対基底ベクトル ei とする. 曲線座標系における基底ベクトル ei が αi 曲線の
接線ベクトルとして得られるとき, デカルト座標系における基底ベクトルを i, j,k

とすると,

ei =
∂

∂αi
(xi+ yj + zk) =

∂x

∂αi
i+

∂y

∂αi
j +

∂z

∂αi
k (A.3)

と表すことができ,

e1 =


∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂z
∂ξ

 , e2 =


∂x
∂η

∂y
∂η

∂z
∂η

 , e3 =


∂x
∂ζ

∂y
∂ζ

∂z
∂ζ

 (A.4)

である. これを用いると, 任意のベクトル場 A は,

A = A1e1 + A2e2 + A3e3 (A.5)

のように表される. このベクトルの成分 (A1, A2, A3) を曲線座標系 (ξ, η, ζ) に関す
る反変成分という. また共変成分は A と e の内積をとることで得られる.

Ai = A · ei (A.6)

また, 双対基底ベクトルは αi 曲線の法線方向で αi の変化率が最大となることに
着目すると, αi 曲線の法線ベクトルは, αi の勾配で表現できる. すなわち,

ei ≡ ∇αi (A.7)

と表すことができる.

A.1.2 計量テンソル

デカルト座標系において点 P (x, z)とそこから微小距離 ds離れた点 Q(x+dx, z+

dz) があるとき,

(ds)2 = (dx)2 + (dz)2 (A.8)

が成り立つ. x = x1, z = x3 と書くとき,

(ds)2 = dxmdxm (A.9)
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と書ける. 今, 一般座標系 αi を考える. dxi も αi の関数であり,

dxi = dxi(α1, α3) =

(
∂xi

∂α1

)
dα1 +

(
∂xi

∂α3

)
dα3

=

(
∂xi

∂αj

)
dαj

(A.10)

となる. これを用いると,

(ds)2 =

(
∂xm

∂αi

)(
∂xm

∂αj

)
dαidαj (A.11)

となる. 係数部分を,

Gij ≡
(
∂xm

∂αi

)(
∂xm

∂αj

)
(A.12)

と置くと,

(ds)2 = Gijdα
idαj (A.13)

と表される. 微小距離の二乗を考えるとき, 係数 Gij は座標の微小変化の各二次量
がどれほど寄与しているのかを表す係数となっている. Gij は二階のテンソルであ
り, 計量テンソルと呼ばれている.

Gij は基底ベクトル ei によって表すことが出来る.

ei · ej =
(

∂x

∂αi
ex +

∂z

∂αi
ez

)
·
(

∂x

∂αj
ex +

∂z

∂αj
ez

)
=

∂x

∂αi

∂x

∂αj
+

∂z

∂αi

∂z

∂αj

=
∂x1

∂αi

∂x1

∂αj
+

∂x3

∂αi

∂x3

∂αj

=
∂xm

∂αi

∂xm

∂αj

= Gij

(A.14)

すなわち,

Gij = ei · ej (A.15)

が得られる.
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A.2 地形に沿う座標系における方程式系の導出

A.2.1 地形に沿う座標系

次のような座標系,

ξ = x (A.16a)

η = y (A.16b)

ζ = ζ(x, y, z) (A.16c)

を用いる場合を考える. 速度ベクトルは, デカルト座標系の基底ベクトルと地形に
沿う座標系における基底ベクトルを用いて, それぞれ,

u = ui+ vj + wk (A.17a)

u = Ue1 + V e2 +We3 (A.17b)

のように表される. デカルト座標系の速度成分は地形に沿う座標系における速度
成分を用いて以下のように書き換えられる.

u = u · i
= (Ue1 + V e2 +We3) · i

= U
∂x

∂ξ
+ V

∂x

∂η
+W

∂x

∂ζ

(A.18a)

v = u · j
= (Ue1 + V e2 +We3) · j

= U
∂y

∂ξ
+ V

∂y

∂η
+W

∂y

∂ζ

(A.18b)

w = u · k
= (Ue1 + V e2 +We3) · k

= U
∂z

∂ξ
+ V

∂z

∂η
+W

∂z

∂ζ

(A.18c)

今, ヤコビアンがゼロでないという仮定し, 上式を (U, V,W ) について解くことで,

デカルト座標系の速度成分を用いて地形に沿った座標系の速度成分を表すことが
できる. (A.18)は, 

u

v

w

 =


∂x
∂ξ

∂x
∂η

∂x
∂ζ

∂y
∂ξ

∂y
∂η

∂y
∂ζ

∂z
∂ξ

∂z
∂η

∂z
∂ζ




U

V

W

 (A.19)
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のように書ける.

G =


∂x
∂ξ

∂x
∂η

∂x
∂ζ

∂y
∂ξ

∂y
∂η

∂y
∂ζ

∂z
∂ξ

∂z
∂η

∂z
∂ζ

 (A.20)

を用いて書き直すと, 
U

V

W

 = G−1


u

v

w

 (A.21)

である. ここで,

G−1 =
1

|G|
G̃ (A.22)

であり, 余因子行列 G̃ の各成分は, G̃ij = (−1)i+j|Jji| である. すなわち,

G−1 =
1

|G|


|J11| −|J21| |J31|

−|J12| |J22| −|J32|
|J13| −|J23| |J33|

 (A.23)

である.

今, 座標系を,

ξ = x (A.24a)

η = y (A.24b)

ζ =
ztop{z − zsfc(x, y)}
ztop − zsfc(x, y)

(A.24c)

のように定義する. ここで

z(x, y, ζ) = zsfc(x, y) + ζ

{
1− zsfc(x, y)

ztop

}
(A.25)

である. このとき,

G =


G11 G12 G13

G21 G22 G23

G31 G32 G33

 =


1 0 0

0 1 0

∂z
∂ξ

∂z
∂η

∂z
∂ζ

 (A.26)
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なので,

|J11| = G22G33 −G23G32

=
∂z

∂ζ

|J12| = G21G33 −G23G31

= 0

|J13| = G21G32 −G22G31

= −∂z

∂ξ

|J21| = G12G33 −G13G32

= 0

|J22| = G11G33 −G13G31

=
∂z

∂ζ

|J23| = G11G32 −G12G31

=
∂z

∂η

|J31| = G12G23 −G13G22

= 0

|J32| = G11G23 −G13G21

= 0

|J33| = G11G22 −G12G21

= 1

である. また,

|G| = ∂z

∂ζ
(A.27)

である. よって,

G−1 =
1
∂z
∂ζ


∂z
∂ζ

0 0

0 ∂z
∂ζ

0

−∂z
∂ξ

−∂z
∂η

1

 (A.28)
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であり, 曲線座標系の速度成分は,

U = u (A.29a)

V = v (A.29b)

W =
1
∂z
∂ζ

(−∂z

∂ξ
u− ∂z

∂η
v + w) (A.29c)

である.

M1 = −∂z

∂ξ
, M2 = −∂z

∂η
, M3 =

∂z

∂ζ
(A.30a,b,c)

とすると,

U = u (A.31a)

V = v (A.31b)

W =
1

M3

(M1u+M2v + w) (A.31c)

と書ける. また, 任意変数 ϕ の偏微分は, ϕ(x, y, z) = ϕ(ξ, η, ζ) であることから,

∂ϕ

∂ξ
=

∂x

∂ξ

∂ϕ

∂x
+

∂y

∂ξ

∂ϕ

∂y
+

∂z

∂ξ

∂ϕ

∂z
(A.32a)

∂ϕ

∂η
=

∂x

∂η

∂ϕ

∂x
+

∂y

∂η

∂ϕ

∂y
+

∂z

∂η

∂ϕ

∂z
(A.32b)

∂ϕ

∂ξ
=

∂x

∂ζ

∂ϕ

∂x
+

∂y

∂ζ

∂ϕ

∂y
+

∂z

∂ζ

∂ϕ

∂z
(A.32c)

と書ける. これを行列として書き直すと,
∂ϕ
∂ξ

∂ϕ
∂η

∂ϕ
∂ζ

 =


∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂z
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

∂z
∂η

∂x
∂ζ

∂y
∂ζ

∂z
∂ζ




∂ϕ
∂x

∂ϕ
∂y

∂ϕ
∂z

 (A.33)

である. ここで,

M =


∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂z
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

∂z
∂η

∂x
∂ζ

∂y
∂ζ

∂z
∂ζ

 (A.34)

とすると, 
∂ϕ
∂ξ

∂ϕ
∂η

∂ϕ
∂ζ

 = M


∂ϕ
∂x

∂ϕ
∂y

∂ϕ
∂z

 (A.35)
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と書き表され, 逆行列 M−1 を求めると,

M−1 =
1
∂z
∂ζ


∂z
∂ζ

0 −∂z
∂ξ

0 ∂z
∂ζ

−∂z
∂η

0 0 1

 (A.36)

を得る. よって,

∂ϕ

∂x
=

1
∂z
∂ζ

(
∂z

∂ζ

∂ϕ

∂ξ
− ∂z

∂ξ

∂ϕ

∂ζ

)
(A.37a)

∂ϕ

∂y
=

1
∂z
∂ζ

(
∂z

∂ζ

∂ϕ

∂η
− ∂z

∂η

∂ϕ

∂ζ

)
(A.37b)

∂ϕ

∂z
=

1
∂z
∂ζ

∂ϕ

∂ζ
(A.37c)

のように偏微分を変換することができる. これは, M1,M2,M3 を用いると,

∂ϕ

∂x
=

1

M3

(
M3

∂ϕ

∂ξ
+M1

∂ϕ

∂ζ

)
(A.38a)

∂ϕ

∂y
=

1

M3

(
M3

∂ϕ

∂η
+M2

∂ϕ

∂ζ

)
(A.38b)

∂ϕ

∂z
=

1

M3

∂ϕ

∂ζ
(A.38c)

のように書ける.
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付録B 波の構造の時間変化と
運動量フラックスの時間変化

この付録には, 第 4章の山岳波のモデル相互比較実験における, 波の構造と運動
量フラックスの時間変化の図を掲載する.
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図 B.1: 実験 A1(左列)と実験 A2(右列)における鉛直速度分布の時間変化. 時間ステップは各図
の右上に示している.
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図 B.2: 実験 A3(左列)と実験 A4(右列)における鉛直速度分布の時間変化. 時間ステップは各図
の右上に示している.
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図 B.3: 実験 D1(左列)と実験 D2(右列)における鉛直速度分布の時間変化. 時間ステップは各図
の右上に示している.
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図 B.4: 実験 Aにおける運動量フラックスの時間変化. 縦軸は規格化された運動量フラックスの
値, 横軸は時間である. それぞれの実験において 2つの高度における運動量フラックスの時間変化
を示しており, 線のラベルは高度 [m]を表す.
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図 B.5: 実験 Bにおける運動量フラックスの時間変化. 縦軸は規格化された運動量フラックスの
値, 横軸は時間である. それぞれの実験において 2つの高度における運動量フラックスの時間変化
を示しており, 線のラベルは高度 [m]を表す.
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付録C CReSSとSCALEによる
実験

Satomura et al. (2003)の相互比較実験実験における実験A1について, 辻野智紀
氏から提供していただいたCReSSを用いた実験の結果, 河合佑太氏から提供して
いただいた SCALE (Nishizawa et al., 2015)を用いた実験の結果を掲載する.

表C.1と表C.2に実験設定を示す. 数値積分方法は SCALE の実験 S4 A1 では
HE-VI法を用いており, それ以外の CReSS と SCALE を用いた実験は HE-VE法
を用いている. 数値フィルタは四階微分のものを用いている. またモデル上端から
5 km までの範囲にスポンジ層が設置されており, 時定数は最上層で 10 秒として
いる.

Satomura et al. (2003)における実験A1の CReSS の結果が他のモデルの結果と
比較して振幅が小さく, 波の構造が異なっていることの原因として, 数値計算の水
平解像度と人工的な数値粘性項の粘性係数の値の設定によっている可能性が示唆
された. また, 実験 S3 A1, S4 A1より, 結果は積分方法によらないことがわかった.

(図C.4)

表 C.1: CReSSの実験の設定

a (m) L,H (km) ∆x,∆z (m) ∆t,∆τ (s) 積分時間 (s) 数値粘性 γ

C1 A1 5000 200, 20 1000, 250 1.0, 0.05 18000 10−4

C2 A1 5000 200, 20 1000, 250 1.0, 0.05 18000 10−3

C3 A1 5000 200, 20 1000, 250 1.0, 0.05 18000 10−4
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表 C.2: SCALEの実験の設定

a (m) L,H (km) ∆x,∆z (m) ∆t 積分時間 (s) 数値粘性 γ 数値積分法

S1 A1 5000 200, 20 1000, 250 0.6 18000 0 HE-VE

S2 A1 5000 200, 20 1000, 250 0.6 18000 10−3 HE-VE

S3 A1 5000 200, 20 250, 100 0.6 18000 0 HE-VE

S4 A1 5000 200, 20 250, 100 0.6 18000 0 HE-VI

人工的な数値粘性の考え方

CReSSにおいて移流項は二次または四次の中心差分によって表現されており,計
算不安定を起こさないようにするため人工的な粘性項が付加されている. その理
由は以下の通りである.

一次元の線形波動方程式,

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
= 0, (c > 0) (C.1)

を次のような方法で離散化する. なお, ここで半格子ずれた格子配置は考えてい
ない.

∂u

∂t
=

ut+∆t
i − ut

i

∆t
,

∂u

∂x
=

ut
i+∆x − ut

i−∆x

2∆t
(C.2)

すると, (C.1)は

ut+∆t
i = ut

i −
c

2

(
∆t

∆x

)
(ut

i+∆x − ut
i−∆x) (C.3)

となり, 時刻 t の値を用いて時刻 t+∆t の値が求められる. しかし, この計算を実
行するとき, CFL条件を満たすように ∆t,∆x の関係を決めたとしてもこの計算は
破綻してしまう.

次に, 他の離散化の方法として安定に計算できる一次の風上差分を考える. (C.1)

に適用すると,

ut+∆t
i = ui − c

(
∆t

∆x

)
(ut

i − ut
i−∆x) (C.4)
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であるが, これを (C.3)と似た形式になるように変形すると,

ut+∆t
i = ui −

c

2

(
∆t

∆x

)
(ut

i − ut
i−∆x) +

c

2

(
∆t

∆x

)
(ut

i − 2ut
i − ut

i−∆x) (C.5)

となる. 付加されている項は空間の二階微分 ∂2u/∂x2 の差分近似であり, 拡散的
に働く. この理由から一次の風上差分は安定に計算できるが, 中心差分を用いる場
合は, (C.5)で現れる拡散項を人工的な粘性項として移流項に付加して計算を安定
化させる.
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図 C.1: 実験 C1 A1(左図)と C2 A1(右図)で得られた鉛直速度分布. 数値フィルタを大きくする
と振幅が 0.05m · s−1 ほど小さくなっている.

図 C.2: deepconv を用いて行った実験 A1(左図)と CReSSを用いて行った実験 C3 A1(右図)で
得られた鉛直速度分布.
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図 C.3: 実験 S1 A1(左図)と S2 A1(右図)で得られた鉛直速度分布. 数値フィルタを大きくする
と振幅が 0.05m · s−1 ほど小さくなっている.

図 C.4: 実験 S3 A1(左図)と S3 A1(右図)で得られた鉛直速度分布.
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付録D 追加実験

積分時間の延長

実験A3と実験A4の積分時間を延長した実験の結果を図D1, D2に示す. Sato-

mura et al., (2003)で行われた実験よりも積分時間を延長すると, 運動量フラック
スの大きさは高さに対して一定の値により近づくことが確認された.

図 D.1: Satomura et al. (2003)の実験 A3の線形解析解で規格化された運動量フラックス. 実験
設定は同じで積分時間を 2000秒まで延長した場合. 線のラベルは時刻を示す.
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図 D.2: Satomura et al. (2003)の実験 A4の線形解析解で規格化された運動量フラックス. 実験
設定は同じで積分時間を 800秒まで延長した場合. 線のラベルは時刻を示す.
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山の高さの変更

実験A3と実験A4の山の高さを 10m とした場合の実験の結果を図D3, D4に示
す. 山の高さを低くすると, 線形解析解で規格化された運動量フラックスの値は 1

に近づくことが確認された.

図 D.3: Satomura et al. (2003)の実験A3において山の高さを 10m とし, その他の実験設定は同
じとした場合. 運動量フラックスの絶対値と解析解で規格化された運動量フラックス.

図 D.4: Satomura et al. (2003)の実験A4において山の高さを 10m とし, その他の実験設定は同
じとした場合. 運動量フラックスの絶対値と解析解で規格化された運動量フラックス.
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付録E 変数・定数リスト

本文中の変数・定数についてまとめる. 定数については数値計算や解析で用いた
値を示す.

記号 意味 値

u : x 方向の速度

v : y 方向の速度

w : z 方向の速度

b : 浮力

ϕ : 密度で割った圧力

π : 無次元圧力 (エクスナー関数)

θ : 温位

ρ : 密度

T : 温度

p : 圧力

ρ0 : 基準密度

T0 : 基準温度

p0 : 基準気圧 965 [hPa]

cvd : 単位質量あたりの乾燥大気の定積比熱 742.8 [J ·K · kg−1]

cpd : 単位質量あたりの乾燥大気の定圧比熱 1039.6 [J ·K · kg−1]

Rd : 単位質量あたりの乾燥大気の気体定数 296.7 [J ·K−1 · kg−1]

g : 重力加速度 9.8 [m · s−2]

cs : 音速

H : スケールハイト

温位 θ, 無次元圧力 π, 音速 cs, スケールハイト H は次のように定義される.
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• 温位

θ ≡ T

(
p0
p

) Rd
cpd

• 無次元圧力

π ≡ T

θ
=

(
p

p0

)Rd/cpd

• 音速

c2s ≡
cpd
cvd

RdT

• スケールハイト

H ≡ RdT

g
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