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1 概要

SPMODEL サンプルプログラム『shallow-zd *.f90』に用いられている基礎方程式
と境界条件, および, このプログラムを用いた数値実験の方法について解説する.

基礎方程式は, 渦度と発散を用いて表現した球面上の浅水方程式である. 計算はス
ペクトル法を用いて行い, 展開関数は球面調和関数である. 波数切断は三角切断で
ある. スペクトル変換と逆変換および微分演算には SPMODEL ライブラリ (spml)

を用いている. 時間積分はオイラー法, リープフロッグ法と台形公式を組み合わせ
たセミインプリシット法, およびリープフロッグ法とクランク・ニコルソン法を組
み合わせた方法, および 4 次のルンゲ・クッタ法とクランク・ニコルソン法を組み
合わせた方法について定式化を記述する.

数値実験として Williamson et al. (1992) によって提案された, 球面浅水方程式モ
デルの標準試験の実験を行う.

プログラム名
shallow-zd euler *.f90 : オイラー法
shallow-zd lfsi *.f90 : セミインプリシット法
shallow-zd lfcn *.f90 : リープフロッグ & クランク・ニコルソン法
shallow-zd rn4cn *.f90 : ルンゲ・クッタ & クランク・ニコルソン法

プログラム取得元
http://www.gfd-dennou.org/arch/spmodel/2d-sphere-w/shallow-zd/SIGEN.htm

SPMODEL サンプルプログラム目次
http://www.gfd-dennou.org/arch/spmodel/html/sample.htm

SPMODEL の使い方
http://www.gfd-dennou.org/arch/spmodel/
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球面浅水方程式モデル : 渦度発散型 2 支配方程式系 4

2 支配方程式系

ここでは支配方程式系と境界条件を記す.

2.1 支配方程式系

支配方程式系は球面浅水方程式系である.

2.2 渦度・発散を用いた支配方程式系

球面浅水方程式系を渦度と発散を用いて表した式はつぎのとおりである.

∂ζ

∂t
= − 1

a(1 − µ2)

∂(f + ζ)U

∂λ
− 1

a

∂(f + ζ)V

∂µ

−Km

[
(−1)Nm∇2Nm −

(
2

a2

)2Nm
]
ζ, (1)

∂D

∂t
=

1

a(1 − µ2)

∂(f + ζ)V

∂λ
− 1

a

∂(f + ζ)U

∂µ
−∇2 [g(h + hs) + E]

−Km

[
(−1)Nm∇2Nm −

(
2

a2

)2Nm
]
D, (2)

∂h

∂t
= − 1

a(1 − µ2)

∂(hU)

∂λ
− 1

a

∂(hV )

∂µ
− (−1)NhKh∇2Nhh. (3)

各記号の定義は表 1に示した. 渦度 ζ と発散 D ,単位質量あたりの運動エネルギー
E, 演算子 ∇2 は以下のように定義される.

ζ =
1

a(1 − µ2)

∂V

∂λ
− 1

a

∂U

∂µ
, (4)

D =
1

a(1 − µ2)

∂U

∂λ
+

1

a

∂V

∂µ
, (5)

E =
U2 + V 2

2(1 − µ2)
, (6)

∇2A =
1

a2(1 − µ2)

∂2A

∂λ2
+

1

a2

∂

∂µ

[
(1 − µ2)

∂A

∂µ

]
. (7)

ここで A は任意のスカラーである. 流線関数 ψ と速度ポテンシャル χ を導入す
ると,

U = −1 − µ2

a

∂ψ

∂µ
+

1

a

∂χ

∂λ
, (8)
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球面浅水方程式モデル : 渦度発散型 2 支配方程式系 5

V =
1

a

∂ψ

∂λ
+

1 − µ2

a

∂χ

∂µ
, (9)

ζ = ∇2ψ, (10)

D = ∇2χ (11)

と表される.

記号 変数/物理定数
λ 経度
φ 緯度
µ sin 緯度 (≡ sin φ)

t 時間
u 経度方向流速
v 緯度方向流速
U u cos φ

V v cos φ

h 流体の全厚さ
ζ 渦度
D 発散
E 運動エネルギー
ψ 流線関数
χ 速度ポテンシャル
f 2Ω sin φ

Ω 自転角速度
g 重力加速度
a 惑星半径

Km 水平粘性係数
Kh 水平拡散係数
Nm 超粘性の次数 (水平ラプラシアンの階数)

Nh 超拡散の次数 (水平ラプラシアンの階数)

表 1: 変数, 物理定数の定義

2.3 境界条件

境界条件は緯度, 経度方向ともに周期境界条件である.

ζ(λ + 2π, φ) = ζ(λ, φ), (12)
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球面浅水方程式モデル : 渦度発散型 2 支配方程式系 6

ζ(λ, φ + 2π) = ζ(λ, φ). (13)

などと表される.

後の時間積分スキームの構成のために, h を平均成分 h とそれからの擾乱 h′ を用
いて h = h + h′(λ, µ, t) と表しておくと,

∂ζ

∂t
= − 1

a(1 − µ2)

∂(f + ζ)U

∂λ
− 1

a

∂(f + ζ)V

∂µ

−Km

[
(−1)Nm∇2Nm −

(
2

a2

)2Nm
]
ζ, (14)

∂D

∂t
=

1

a(1 − µ2)

∂(f + ζ)V

∂λ
− 1

a

∂(f + ζ)U

∂µ
−∇2 [g(h′ + hs) + E]

−Km

[
(−1)Nm∇2Nm −

(
2

a2

)2Nm
]
D, (15)

∂h

∂t
= − 1

a(1 − µ2)

∂(h′U)

∂λ
− 1

a

∂(h′V )

∂µ
− h̄D − (−1)NhKh∇2Nhh. (16)
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3 水平離散化

この節では方程式系の空間離散化について説明, プログラム内で実際に用いられて
いる方程式を記述する.

格子点を経度方向には等間隔, 緯度方向にはガウス緯度上に置き, 物理量 A を格子
点上の値で定義したものを Ai,j と表すことにする. 添字 i, j は格子点 (λi, µj) 上
の値であることを示す.

Ai,j に対する離散スペクトル変換を Âm,n であらわす. すなわち,

Ai,j =
M∑

n=0

n∑
m=−n

Pm
n (µ)eimλÂm,n, (17)

Âm,n =
1

2I

J∑
j=1

I∑
i=1

Ai,je
−imλiPm

n (µj)wj, (18)

支配方程式 (14),(15), (16), をスペクトル変換すると

∂ζ̂m,n

∂t
= −

̂[
1

a(1 − µ2)

∂(f + ζ)U

∂λ

]
m,n

−
̂[

1

a

∂(f + ζ)V

∂µ

]
m,n

− Kmn,Nm
ζ̂m,n,(19)

∂D̂m,n

∂t
=

̂[
1

a(1 − µ2)

∂(f + ζ)V

∂λ

]
m,n

−
̂[

1

a

∂(f + ζ)U

∂µ

]
m,n

−g∇2ĥ′
m,n − ̂[∇2 {ghs + E}]m,n − Kmn,Nm

D̂m,n, (20)

∂ĥm,n

∂t
= −

̂[
1

a(1 − µ2)

∂(h′U)

∂λ

]
m,n

−
̂[

1

a

∂(h′V )

∂µ

]
m,n

− h̄D̂m,n − Khn,Nh
ĥm,n.(21)

ここで各散逸項に対して, 球面調和函数がラプラシアンの固有関数であることを用
いて ̂(∇2A)m,n = −n(n + 1)Ãm,n/a

2 の関係を散逸項に対して適用し,

Kmn,Nm
= Km

(−1)Nm

(
−n(n + 1)

a2

)Nm

−
(

2

a2

)Nm


= Km

(
−[−n(n + 1)]

a2

)Nm

−
(

2

a2

)Nm

 ,

Khn,Nh
= (−1)NhKh

(
−n(n + 1)

a2

)Nh

= Kh

(
−[−n(n + 1)]

a2

)Nh

.

として表している.

非線形項のスペクトル変換は, 格子点上での値を用いて非線形項を評価し, それを
スペクトル変換する (変換法)を適用することにする.
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球面浅水方程式モデル : 渦度発散型 4 時間積分 8

4 時間積分

ここでは時間積分法について記述し, プログラム内で実際に用いられている方程式
を記述する. 以下では ∆t を時間格子間隔, 時刻 t, t + ∆t における ζ̂m,n の値をそ
れぞれ ζ̂τ

m,n, ζ̂
τ+1
m,n 等と表す.

4.1 陽解法 (オイラースキーム)

時間積分を 1 次の陽解法 (オイラースキーム)で解く場合の定式化を記す. 時間変
化項を全て時間ステップ τ の値で評価し, 時間変化を τ + 1 と τ の差分で見積も
れば, (19), (20), (21)はつぎのように時間方向に差分化される.

ζ̂τ+1
m,n = ζ̂τ

m,n + (∆t) ×

−
̂[

1

a(1 − µ2)

∂(f + ζ)U

∂λ

]
m,n

−
̂[

1

a

∂(f + ζ)V

∂µ

]
m,n

− Kmn,Nm
ζ̂m,n

 ,

(22)

D̂τ+1
m,n = D̂τ

m,n + (∆t) ×


̂[

1

a(1 − µ2)

∂(f + ζ)V

∂λ

]
m,n

−
̂[

1

a

∂(f + ζ)U

∂µ

]
m,n

−g∇2ĥ′
m,n − ̂[∇2 {ghs + E}]m,n − Kmn,Nm

D̂m,n

}
,

(23)

ĥτ+1
m,n = ĥτ

m,n + (∆t) ×

−
̂[

1

a(1 − µ2)

∂(h′U)

∂λ

]
m,n

−
̂[

1

a

∂(h′V )

∂µ

]
m,n

− h̄D̂m,n − Khn,Nh
ĥm,n

 .

(24)

4.2 セミインプリシット & リープフロッグスキーム

時間積分にセミインプリシット法を用いる場合の定式化を行なう. 重力波に関係す
る線形項は陰的に解き, その他の項は陽的に解く (Krishnamurti, et al., 1998).

(19)の時間積分は陽的解法を用いて行う. 摩擦項に対しては Euler 法, その他の項
に対しては Leapfrog 法を適用する.

ζ̂τ+1
m,n = ζ̂τ−1

m,n + 2∆t ×

−
̂[

1

a(1 − µ2)

∂(f + ζ)U

∂λ

]τ

m,n
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−
̂[

1

a

∂(f + ζ)V

∂µ

]τ

m,n

− Kmn,Nm
ζ̂τ−1
m,n

 . (25)

(20), (21)は時間方向に離散化する前に重力波成分の分離を行う. (20), (21)を書き
直すと

∂D̂m,n

∂t
=

(
∂D̂m,n

∂t

)
NG

− g∇2ĥ′
m,n − Kmn,Nm

D̂m,n (26)

∂ĥ′
m,n

∂t
=

∂ĥ′
m,n

∂t


NG

− hD̂m,n − Khn,Nh
ĥ′

i,j (27)

(26), (27)のそれぞれ右辺第 2 項が重力波に関係する線形項である. ここで,(
∂D̂m,n

∂t

)
NG

(ζ,D, U, V )

=
̂[

1

a(1 − µ2)

∂(f + ζ)V

∂λ

]
m,n

−
̂[

1

a

∂(f + ζ)U

∂µ

]
m,n

− ̂[∇2(ghs + E)]m,n,(28)∂ĥ′
m,n

∂t


NG

(ζ,D, U, V ) = −
̂[

1

a(1 − µ2)

∂(h′U)

∂λ

]
m,n

−
̂[

1

a

∂(h′V )

∂µ

]
m,n

(29)

は重力波に関係しない (非線形)項である.

セミインプリシット法を適用するために, つぎの時間平均演算子を導入する.

Dτ∗ =
Dτ+1 + Dτ−1

2
, (30)

(26), (27)の時間変化を中央差分で評価する. 一方右辺は重力波に関係する項を
τ + 1 と τ − 1 の時間平均の値, 摩擦項はオイラースキームを適用すべく τ − 1 で
の値, それ以外の非線形項を τ での値で評価する. さらに左辺の時間変化項を上の
演算子を用いて表せば,

D̂τ+1
m,n − D̂τ−1

m,n

2∆t
=

D̂τ∗
m,n − D̂τ−1

m,n

∆t
=

(
∂Dm,n

∂τ

)τ

NG

− g∇2ĥ
′τ∗
m,n − Kmn,Nm

D̂τ−1
m,n ,

ĥ
′τ+1
m,n − ĥ

′τ−1
m,n

2∆t
=

ĥ
′τ∗
m,n − ĥ

′τ−1
m,n

∆t
=

(
∂h′

m,n

∂τ

)τ

NG

− hD̂τ∗
m,n − Khn,Nh

ĥ
′τ−1
n,m ,

すなわち

D̂τ∗
m,n = D̂τ−1

m,n + (∆t)

(
∂D̂m,n

∂t

)τ

NG

− g∇2ĥ
′τ∗
m,n − Kmn,Nm

D̂τ−1
m,n

 , . (31)

ĥτ∗
m,n = ĥ

′τ−1
m,n + (∆t)

∂ĥ′
m,n

∂t

τ

NG

− hD̂τ∗
m,n − Khn,Nh

ĥ
′τ−1
n,m

 , (32)
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(31), (32)から ĥτ∗
m,n を消去する. そのために

ĥτ+
m,n = ĥ

′τ−1
m,n + (∆t)

∂ĥ′
m,n

∂t

τ

NG

− Khn,Nh
ĥ

′τ−1
n,m

 (33)

= [1 − (∆t)Khn,Nh
]ĥ

′τ−1
m,n + (∆t)

∂ĥ′
m,n

∂t

τ

NG

(34)

と定義すると,

ĥτ∗
m,n = ĥτ+

m,n − (∆t)hD̂τ∗
m,n, (35)

であり,

D̂τ∗
m,n = D̂τ−1

m,n + (∆t)

(
∂D̂m,n

∂t

)τ

NG

− Kmn,Nm
D̂τ−1

m,n

 − (∆t)g∇2ĥ
′τ∗
m,n

= D̂τ−1
m,n + (∆t)

(
∂D̂m,n

∂t

)τ

NG

− Kmn,Nm
D̂τ−1

m,n

 − (∆t)g∇2[ĥτ+
m,n − (∆t)hD̂τ∗

m,n],

D̂τ∗
m,n − (∆t)2gh∇2D̂τ∗

m,n

= (1 − Kmn,Nm
∆t)D̂τ−1

m,n + (∆t)

(
∂D̂m,n

∂t

)τ

NG

− (∆t)g∇2ĥτ+
m,n.

左辺に ̂(∇2A)m,n = −n(n + 1)Ãm,n/a
2 の関係を再び用いることで D̂τ∗

m,n について
解くことができて,

D̂τ∗
m,n =

1

1 + (∆t)2ghn(n+1)
a2

(1 − Kmn,Nm
∆t)D̂τ−1

m,n + (∆t)

(
∂D̂m,n

∂t

)τ

NG

− (∆t)g∇2ĥτ+
m,n


(36)

これを (35)に代入して ĥτ∗
m,n が求められる.

それぞれの時間平均が求められたら, 時間平均の定義式 (30)からつぎの時間ステッ
プの値が求められる.

以上の手順をまとめると,

1. 重力波以外の時間変化項から h′ を見積もる.

ĥτ+
m,n = [1 − (∆t)Khn,Nh

]ĥ
′τ−1
m,n + (∆t)

∂ĥ′
m,n

∂t

τ

NG

(37)
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球面浅水方程式モデル : 渦度発散型 4 時間積分 11

2. 発散 D に関して セミインプリシット時間積分を実行する.

D̂τ∗
m,n =

1

1 + (∆t)2gh · n(n + 1)/a2

×

(1 − Kmn,Nm
∆t)D̂τ−1

m,n + (∆t)

(
∂D̂m,n

∂t

)τ

NG

− (∆t)g∇2ĥτ+
m,n

 .(38)

3. 変位擾乱 h′ に対して セミインプリシット時間積分を実行する.

ĥτ∗
m,n = ĥτ+

m,n − (∆t)hD̂τ∗
m,n, (39)

4. つぎの時間ステップの値を求める

Dτ+1
m,n = 2Dτ∗

m,n − Dτ−1
m,n , (40)

h
′τ+1
m,n = 2h

′τ∗
m,n − h

′τ−1
m,n . (41)

4.2.1 時間フィルター

Leap frog スキームを用いる場合には, 計算モードの増幅を抑制するため Asselin

(1972) の時間フィルターを適用する. フィルターの定義式は

Aτ∗ = Aτ +
1

2
γ(Aτ+1 − 2Aτ + Aτ−1) (42)

ここで Aτ∗ が修正された τ での A の値, γ はフィルターの係数である. この時間
フィルターを, とあるタイムステップ間隔で適用する.

4.3 リープフロッグ & クランク・ニコルソン法

時間積分にリープフロッグ法とクランク・ニコルソン法を組み合わせて用いる場
合の定式化を行なう1.

(19)の時間積分は陽的解法を用いて行う. 摩擦項に対しては Euler 法, その他の項
に対しては Leapfrog 法を適用する.

ζ̂τ+1
m,n = ζ̂τ−1

m,n + 2∆t ×

−
̂[

1

a(1 − µ2)

∂(f + ζ)U

∂λ

]τ

m,n

−
̂[

1

a

∂(f + ζ)V

∂µ

]τ

m,n

− Kmn,Nm
ζ̂τ−1
m,n

 . (43)

1このスキームは第 4.2節でのものと計算手順が異なるだけで, 本質的にはおなじであると考え
られる (要確認).
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(26), (27)には, 重力波に関係するそれぞれの式の右辺第 2 項に対して台形型の
陰解法 (Clank-Nicolson 法), 摩擦項に対してはオイラー法, その他の項に対しては
リープフロッグ法を適用する.

D̂τ+1
m,n − D̂τ−1

m,n

2∆t
=

(
∂D̂m,n

∂t

)τ

NG

+
n(n + 1)

a2
g
ĥ

′τ+1
m,n + ĥ

′τ−1
m,n

2
− Kmn,Nm

D̂τ−1
m,n ,(44)

ĥ
′τ+1
m,n − ĥ

′τ−1
m,n

2∆t
=

∂ĥ′
m,n

∂t

τ

NG

− h
D̂τ+1

m,n + D̂τ−1
m,n

2
− Khn,Nh

ĥ
′τ−1
n,m . (45)

これらを D̂τ+1
m,n , ĥ

′τ+1
m,n について解くと以下の式が得られる (Krishnamurti et al.,

1998; Satoh, 2004).(
1 + ∆t2gh

n(n + 1)

a2

)
D̂τ+1

m,n =

(
1 − ∆t2gh

n(n + 1)

a2
− 2∆tKmn,Nm

)
D̂τ−1

m,n

+2∆tG1(ζ,D, U, V ), (46)(
1 + ∆t2gh

n(n + 1)

a2

)
ĥ

′τ+1
m,n =

(
1 − ∆t2gh

n(n + 1)

a2
− 2∆tKhn,Nh

)
ĥ

′τ−1
m,n

+2∆tG2(ζ,D, U, V ) (47)

ここで,

G1(ζ,D, U, V ) =

(
∂D̂m,n

∂t

)τ

NG

+
n(n + 1)

a2
g

(1 − ∆tKhn,p)ĥ
′τ−1
m,n +

∂ĥ′
m,n

∂t

τ

NG

(∆t)

 ,

(48)

G2(ζ,D, U, V ) =

∂ĥ′
m,n

∂t

τ

NG

− h(1 − ∆tKmn,p)D̂
τ−1
m,n − h

(
∂D̂m,n

∂t

)τ

NG

(∆t). (49)

第 4.2節と同様, 計算モードを抑えるための時間フィルター (第 4.2.1節)を, とある
タイムステップ間隔で適用する.

4.4 ルンゲ・クッタ & クランク・ニコルソン法

時間積分の数値スキームとして, 散逸項にはクランク・ニコルソン法, それ以外の
項を 4 次のルンゲ・クッタ法を組み合わせて用いる場合の定式化を行なう.

まず散逸項以外の項に関してルンゲ・クッタ法で積分する. (19), (20), (21)から散
逸項以外の時間変化を(

∂ζ̂m,n

∂t

)
ND

[ζ̂m,n, D̂m,n, ĥ′
m,n] = −

̂[
1

a(1 − µ2)

∂(f + ζ)U

∂λ

]
m,n

−
̂[

1

a

∂(f + ζ)V

∂µ

]
m,n
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(50)(
∂D̂m,n

∂t

)
ND

[ζ̂m,n, D̂m,n, ĥ′
m,n] =

̂[
1

a(1 − µ2)

∂(f + ζ)V

∂λ

]
m,n

−
̂[

1

a

∂(f + ζ)U

∂µ

]
m,n

−g∇2ĥ
′τ
m,n − ̂[∇2 {ghs + E}]m,n (51)(

∂ĥm,n

∂t

)
ND

[ζ̂m,n, D̂m,n, ĥ′
m,n] = −

̂[
1

a(1 − µ2)

∂(h′U)

∂λ

]
m,n

−
̂[

1

a

∂(h′V )

∂µ

]
m,n

− h̄D̂m,n

(52)

と定義する. ここで非線形項で用いられている格子点で定義された変数は各スペ
クトル変数 ζ̂m,n, D̂m,n, ĥ′

m,n からスペクトル逆変換して求められる.

ルンゲ・クッタ法による積分の手順はつぎのようになる. 渦度方程式だけを例に手
順を記す. 第 1 段は(

∂ζ̂m,n

∂t

)k1

=

(
∂ζ̂m,n

∂t

)
ND

[ζ̂τ
m,n, D̂

τ
m,n, ĥ

′τ
m,n], (53)

ζ̂τ+1/2
m,n = ζ̂τ

m,n +

(
∂ζ̂m,n

∂t

)k1

· (∆t)

2
, (54)

第 2 段は (
∂ζ̂m,n

∂t

)k2

=

(
∂ζ̂m,n

∂t

)
ND

[ζ̂τ+1/2
m,n , D̂τ+1/2

m,n , ĥ′τ+1/2

m,n ], (55)

ζ̂∗τ+1/2
m,n = ζ̂τ

m,n +

(
∂ζ̂m,n

∂t

)k2

· (∆t)

2
, (56)

第 3 段は (
∂ζ̂m,n

∂t

)k3

=

(
∂ζ̂m,n

∂t

)
ND

[ζ̂∗τ+1/2
m,n , D̂∗τ+1/2

m,n , ĥ′∗τ+1/2

m,n ], (57)

ζ̂∗τ+1
m,n = ζ̂τ

m,n +

(
∂ζ̂m,n

∂t

)k3

· (∆t), (58)

第 4 段は (
∂ζ̂m,n

∂t

)k4

=

(
∂ζ̂m,n

∂t

)
ND

[ζ̂∗τ+1
m,n , D̂∗τ+1

m,n , ĥ′∗τ+1

m,n ], (59)

最終的に

ζ̂τ+1,ND
m,n = ζ̂τ

m,n + (∆t)

1

6

(
∂ζ̂m,n

∂t

)k1

+
1

3

(
∂ζ̂m,n

∂t

)k2

+
1

3

(
∂ζ̂m,n

∂t

)k3

+
1

6

(
∂ζ̂m,n

∂t

)k4
 ,

(60)
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以上の手順を発散 D̂m,n, 変位擾乱 ĥ′
m,n についても平行して計算していくことで,

非散逸項の積分が完了する.

ルンゲ・クッタ法による積分ののち, 散逸項からの修正を行なう. 渦度を例に取
ると,

ζτ+1
m,n − ζτ+1,ND

m,n

∆t
= −Kmn,Nm

ζτ+1
m,n + ζτ+1,ND

m,n

2

したがって

ζτ+1
m,n =

1 − Kmn,Nm
(∆t)/2

1 + Kmn,Nm
(∆t)/2

· ζτ+1,ND
m,n , (61)

と修正される. 発散 D̂m,n, 変位擾乱 ĥ′
m,n についても同様に計算する.
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5 使用モジュールとその他の設定

スペクトル変換と逆変換, 微分演算は SPMODEL ライブラリ (spml) のw module

に含まれる関数を用いて行う. スペクトル変換と逆変換の際の数値積分は台形公
式を用いて行う. spml が下位で使用する ISPACK の仕様から, 格子点数 I は偶数
で, かつ I/2 = 2a3b5c (a, b, c は 0 または整数) でなければならない. 非線形項の
計算によって生じるエリアジングを防ぐため, 格子点数 I, J は切断波数 M に対し
I > 3M + 1, J > 3M/2 を満たすように与える.
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6 Williamson et al. (1992) の標準実験

作成したプログラムのチェックのために, Williamson et al. (1992) によって提案さ
れた球面浅水モデルの標準実験を行なった. 以下ではその実験設定について説明
する.

6.1 テストケース1: 極を越える cos 型の山の移流

テストケース 1は剛体回転の流れ場に cosine型の山を置き移流させる実験である.

これは球面浅水方程式系において, u, v を定常とし h の式を移流方程式として扱
う. u, v の初期値は

u = u0(cos φ cos α + sin φ cos λ sin α), (62)

v = −u0 sin λ sin α (63)

と与える. 流線関数と速度ポテンシャルの初期値は

ψ = −au0(sin φ cos α − cos λ cos φ sin α), (64)

χ = 0 (65)

である. ここで α は球面上での流れの方向を指定するパラメータである. 初期の
山の分布は

h =

{
(h0/2)(1 + cos(πr/R)) (r < R)

0 (r ≥ R)
(66)

とする. ここで

r = a arccos(sin φc sin φ + cos φc cos φ cos(λ − λc)) (67)

である. 与えたパラメータは表 6.1にまとめる. 計算時間は 12 日間で 1 ステップ
毎のデータを出力する.
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表 2: テストケース 1 で用いたパラメータ
パラメータ 値

α 0, 0.05, π/2 − 0.05, π/2

u0 2πa/(12日) msec−1

h0 1000 m

λc 3π/2

φc 0

R a/3

6.2 テストケース 2: 定常な非線形帯状地衡流

テストケース 2 では非線形球面浅水方程式系の定常解として得られる剛体回転の
流れ場と, それに地衡流平衡する厚さ分布を初期に与える.

u = u0(cos φ cos α + sin φ cos λ sin α), (68)

v = −u0 sin λ sin α, (69)

h = h0 −
(
aΩu0 +

u2
0

2

)
(− cos λ cos φ sin α + sin φ cos α)2/g. (70)

流線関数と速度ポテンシャルの初期値はケース 1 と同様に

ψ = −au0(sin φ cos α − cos λ cos φ sin α), (71)

χ = 0 (72)

である.

この計算ではコリオリパラメータ f は球面上での流れの方向を指定するパラメー
タ α に依存する.

f = 2Ω(− cos λ cos φ sin α + sin φ cos α). (73)

与えたパラメータは表 6.2にまとめる. 計算時間は 5 日間で, テストケース 1 と同
様に 1 ステップ毎のデータを出力する.
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表 3: テストケース 2 で用いたパラメータ
パラメータ 値

α 0, 0.05, π/2 − 0.05, π/2

u0 2πa/(12日) msec−1

h0 2.94 × 104/g m

6.3 テストケース 3: 局在した非線形帯状地衡流

この実験はケース 2 と同様に定常解として得られる帯状な流れを与える. この解
では限られた場所でのみ流れが存在する. 流れの軸を変えた場合の初期値の表現
が難しいので, まず流れが経度座標と平行な系 (λ′, φ′) での初期値を u′, v′, h′ と表
し, 座標軸を α だけ回転した系 (λ, φ) における u, v, h へ変換する.

変換前の u′, v′, h′ は以下のように与えられる.

u′ = u0b(x)b(xe − x)e4/xe , (74)

v′ = 0, (75)

h′ = h0 −
a

g

∫ φ′

−π/2

(
2Ω sin τ +

u′(τ) tan τ

a

)
u′(τ) dτ. (76)

ここで

b(x) =

{
0 x ≤ 0

e−x−1
0 < x

x = xe
φ′ − φb

φe − φb

である.

u′, v′, h′ から u, v, h への変換は以下のように行う. まず座標は

sin φ′ = sin φ cos α − cos α cos λ sin α, (77)

sin λ′ cos θ′ = sin λ cos φ (78)

にしたがって変換する. λ′ を決める際には

λ′ =

{
λ′

p cos α cos λ cos φ + sin α sin φ ≥ 0

π − λ′
p cos α cos λ cos φ + sin α sin φ < 0

とする. ここで λ′
p は λ の主値である. u, v は

v cos φ = −u′ sin α sin λ′, (79)

u cos λ = v sin φ sin λ + u′ cos λ′. (80)
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より求める. h は h′ の式を回転後の座標系で数値積分することで得られる.

コリオリパラメータ f はテストケース 3 の場合と同様に

f = 2Ω(− cos λ cos φ sin α + sin φ cos α) (81)

とする. 与えたパラメータは表 6.3にまとめる. 計算時間は 5 日間で, テストケー
ス 1 と同様に 1 ステップ毎のデータを出力する.

表 4: テストケース 3 で用いたパラメータ
パラメータ 値

α 0, π/3

u0 2πa/(12日) msec−1

h0 2.94 × 104/g m

φb −pi/6

φe pi/2

xe 0.3
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6.4 テストケース 4: 移動する低気圧を持つ強制された流れ

このケースでは u, v, h を予報変数とする形で表された浅水方程式系に強制項を加
える. 強制項は

Fu =
dũ

dt
− ũṽ tan φ

a
− fṽ +

g

a cos φ

∂h̃

∂λ
, (82)

Fv =
dṽ

dt
+

ũṽ tan φ

a
+ fṽ +

g

a

∂h̃

∂λ
, (83)

Fh =
dh̃

dt
+

h̃

a cos φ

[
∂ũ

∂λ
+

∂ṽ cos φ

∂φ

]
(84)

として与えられる. ここで

d

dt
=

∂

∂t
+

u

a cos φ

∂

∂λ
+

v

a

∂

∂φ

である. 渦度方程式 (1)と発散方程式 (2)における強制 Fζ , FD は

Fζ =
1

a(1 − µ2)

∂(Fv cos φ)

∂λ
− 1

a

∂(Fu cos φ)

∂µ
, (85)

FD =
1

a(1 − µ2)

∂(Fu cos φ)

∂λ
+

1

a

∂(Fv cos φ)

∂µ
(86)

より計算される.

ũ, ṽ, h̃ は

ũ = u − 1

a

∂ψ

∂φ
, (87)

ṽ =
1

a cos φ

∂ψ

∂λ
, (88)

h̃ = h +
f

g
ψ (89)

で与えられ, ここで

u = u0 sin14(2φ), (90)

h = h0 −
a

g

∫ φ

−π/2

(
2Ω sin τ +

u(τ) tan τ

a

)
u(τ) dτ, (91)

ψ = ψ0 exp
(
−σ

1 − C

1 + C

)
, (92)

ψ0 = −0.03
gh0

2Ω sin(π/4)
, (93)

C = sin φ0 sin φ + cos φ0 cos φ
(
λ − u0

a
t − λ0

)
(94)
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である.

与えたパラメータは表 6.4にまとめる. 計算時間は 5 日間で, テストケース 1 と同
様に 1 ステップ毎のデータを出力する.

表 5: テストケース 4 で用いたパラメータ
パラメータ 値

u0 20, 40 (msec−1)

h0 105/g m

σ (12.74244)2

λ0 0

φ0 π/4
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6.5 テストケース 5: 孤立した山を越える帯状流

これは中緯度に孤立した山を置き, それによる流体の応答を調べる実験である. 底
面の地形分布 hs は以下のように与える.

hs = hs0

(
1 − 1

R

√
min[R2, (λ − λc)2 + (φ − φc)2]

)
(95)

初期の場はケース 2 の α = 0 の場合と同じである.

u = u0 cos φ, (96)

v = 0, (97)

h = h0 −
(
aΩu0 +

u2
0

2

)
(sin φ)2/g. (98)

流線関数と速度ポテンシャルの初期値は

ψ = −u0a sin θ, (99)

χ = 0 (100)

である. これより渦度と発散の初期値は

ζ =
2u0

a
sin θ, (101)

D = 0 (102)

である.

与えたパラメータは表 6.6にまとめる. 計算時間は 15 日間で, テストケース 1 と
同様に 1 ステップ毎のデータを出力する.

表 6: テストケース 5 で用いたパラメータ
パラメータ 値

u0 20 msec−1

h0 5960 m

hs0 2000 m

R π/9

λc π/2

φc π/6
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6.6 テストケース 6: ロスビー・ハウルヴィッツ波

初期に非発散順圧渦度方程式の解であるロスビー・ハウルヴィッツ波を表現する流
線関数を与える.

ψ = −a2ω sin φ + a2K cosR φ cos Rλ, (103)

χ = 0. (104)

初期の速度場は

u = aω cos φ + aK cosR−1 φ(R sin2 φ − cos2 φ) cos Rλ, (105)

v = −aKR cosR−1 φ sin φ sin Rλ (106)

であり, 渦度と発散の初期値は

ζ = 2ω sin φ − K sin φ cosR φ(R2 + 3R + 2) cos Rλ, (107)

D = 0 (108)

である.

初期の h は

h = h0 + [a2A(φ) + a2B(φ) cos Rλ + a2C(φ) cos 2Rλ]/g (109)

で与えられる. ここで

A(φ) =
ω

2
(2Ω + ω) cos2 φ

+
1

4
K2 cos2R[(R + 1) cos2 φ + (2R2 − R − 2) − 2R2cos−2φ], (110)

B(φ) =
2(Ω + ω)K

(R + 1)(R + 2)
cosR φ[(R2 + 2R + 2) − (R + 1)2 cos2 φ], (111)

C(φ) =
1

4
K2 cos2R φ[(R + 1) cos2 φ − (R + 2)] (112)

である.

与えたパラメータは表 6.6にまとめる. 計算時間は 15 日間で, テストケース 1 と
同様に 1 ステップ毎のデータを出力する.
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表 7: テストケース 5 で用いたパラメータ
パラメータ 値

h0 8000 m

R 4

ω 7.848 × 10−6 sec−1

K 7.848 × 10−6 sec−1
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