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第6章 非圧縮,渦なし,完全流体

6.1 速度ポテンシャル,流線関数

6.1.1 速度ベクトルの分解

まずは,速度場の表現方法を考えておく.

• 速度ポテンシャル 𝜙 [m2 sec−1], ベクトルポテンシャル 𝚿 [m2 sec−1]を使って 𝒗 と次
のように分解する.

𝒗 = grad𝜙 + rot𝚿 (6.1)

このとき

div𝒗 = ∇2𝜙 :発散成分, (6.2)
rot𝒗 = rotrot𝚿 :回転成分 (6.3)

• 注意: 𝜙と 𝚿の分解は一意ではない.

𝒗 = grad𝜙′ + rot𝚿′ (6.4)

という別の分解も可能

𝜙 = 𝜙′ + 𝜙, (6.5)
𝚿 = 𝚿′ + �̃� (6.6)

とすると, 𝜙, �̃�は

0 = grad𝜙 + rot�̃� (6.7)

をみたせば,零でない場の量となることができる. また,このことは

0 = ∇2𝜙, (6.8)
0 = rotrot�̃� (6.9)

であることに注意. このような不確定性をゲージ自由度という.
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• 2次元直線直交座標系 (𝑥, 𝑦)
この場合,ベクトルポテンシャルとして

𝚿 = (0, 0,Ψ) = (0, 0,−𝜓) (6.10)

を考えれば良い.

この 𝜓 とポテンシャル 𝜙を使った速度の表現は以下のようになる.

𝑢 =
𝜕𝜙

𝜕𝑥
− 𝜕𝜓

𝜕𝑦
, (6.11)

𝑣 =
𝜕𝜙

𝜕𝑦
+ 𝜕𝜓
𝜕𝑥

(6.12)

div𝒗 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑣
𝜕𝑦

=
𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝜙

𝜕𝑦2 , (6.13)

{rot𝒗}𝑧 =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑢
𝜕𝑦

=
𝜕2𝜓

𝜕𝑥2 + 𝜕
2𝜓

𝜕𝑦2 (6.14)

• 2次元極座標 (𝑟, 𝜃)

𝑣𝑟 =
𝜕𝜙

𝜕𝑟
− 1
𝑟

𝜕𝜓

𝜕𝜃
, (6.15)

𝑣𝜃 =
1
𝑟

𝜕𝜙

𝜕𝜃
+ 𝜕𝜓
𝜕𝑟

(6.16)

ちなみに

div𝒗 =
1
𝑟

𝜕𝑟𝑣𝑟
𝜕𝑟

+ 1
𝑟

𝜕𝑣𝜃
𝜕𝜃

=
1
𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(
𝑟
𝜕𝜙

𝜕𝑟

)
+ 1
𝑟2
𝜕2𝜙

𝜕𝜃2 (6.17)

{rot𝒗}𝑧 =
1
𝑟

𝜕𝑟𝑣𝜃
𝜕𝑟

+ 1
𝑟

𝜕𝑣𝑟
𝜕𝜃

=
1
𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(
𝑟
𝜕𝜓

𝜕𝑟

)
+ 1
𝑟2
𝜕2𝜓

𝜕𝜃2 (6.18)

6.1.2 流線関数

• 2次元の場合の Ψあるいは 𝜓 を特に流線関数という.

• 2次元非発散流れ

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑣
𝜕𝑦

= 0 (6.19)

の場合,流れ場は流線関数 𝜓 だけで与えられる.

𝒗 = rot(−𝒌𝜓) = 𝒌 × grad𝜓 (6.20)
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𝒌 は着目する 2次元平面と直交する単位ベクトルである.
直線直交座標系では

𝑢 = −𝜕𝜓
𝜕𝑦
, 𝑣 =

𝜕𝜓

𝜕𝑥
(6.21)

極座標系では

1
𝑟

𝜕𝑟𝑣𝑟
𝜕𝑟

+ 1
𝑟

𝜕𝑣𝜃
𝜕𝜃

= 0 (6.22)

で,流線関数 𝜓 による表現は

𝑣𝑟 = −1
𝑟

𝜕𝜓

𝜕𝜃
, 𝑣𝜃 =

𝜕𝜓

𝜕𝑟
(6.23)

である.

例題
流線関数として

𝜓 = sin(𝑘𝑥) cos(𝑙𝑦) (6.24)

を考えると速度場は

(𝑢, 𝑣) =
(
−𝜕𝜓
𝜕𝑦
,
𝜕𝜓

𝜕𝑥

)
= (𝑙 sin(𝑘𝑥) sin(𝑙𝑦), 𝑘 cos(𝑘𝑥) cos(𝑙𝑦)) (6.25)

となる (図 6.1)
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(a)

(b)

(c)

図 6.1: 2次元流の例. 流線関数として 𝜓 = sin(𝑘𝑥) cos(𝑙𝑦) を与える場合. 𝑘 = 1, 𝑙 = 1の場
合. (a)流線関数, (b) 𝑥 方向の速度, (c) 𝑦方向の速度.
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• 流量

𝑀 =
∫
𝑆
𝒗 · 𝑑𝑺 (6.26)

を面 𝑆を通過する流量という. 面の向きに流れが出て行くときが流量正である.

2次元の場合:

𝑀 =
∫
𝑙
𝒗 · 𝒏𝑑𝑙 (6.27)

を線分 𝑙 を通過する流量という. 𝒏 は線素 𝑑𝑙 に対する単位法線ベクトルである (図
6.2). 𝒏の方向に流れが出て行くときが流量正である.

n

l

v

図 6.2: 2次元における流量の考え方

2次元非発散の場合:

𝑀 =
∫
𝑙
𝒗 · 𝒏𝑑𝑙 =

∫
𝑙
𝒌 × grad𝜓 · 𝒏𝑑𝑙 =

∫
𝑙
𝒏 × 𝒌 · grad𝜓𝑑𝑙 = −

∫
𝑙
grad𝜓 · 𝑑 𝒍 (6.28)

= −𝜓 |𝑙2𝑙1 (6.29)

となる1. ここで, 𝑙1 は線分 𝑙 の始点, 𝑙2 は線分 𝑙 の終点である. よって,流線関数は流
量を表すものである.

6.2 ポテンシャル流

渦無しの流れ

𝝎 = rot𝒗 = 0 (6.30)

の場合,速度ポテンシャル 𝜙のみで

𝒗 = grad𝜙 (6.31)

で書ける. なので,渦無しの流れをポテンシャル流とも言う.
1ベクトル解析の公式を使った:

(𝑨 × 𝑩) · 𝑪 = (𝑪 × 𝑨) · 𝑩
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6.2.1 渦無し流れ (ポテンシャル流)の循環

渦無しの流れの循環を考える.
単連結領域の場合を考える. 単連結とは,領域内の任意の閉曲線が全て 1点に縮められるよ
うな領域.
単連結領域なら任意の閉曲線 𝐶 について

Γ =
∮

𝒗 · 𝑑 𝒍 =
∫

𝝎 · 𝑑𝑺 = 0 (6.32)

となる.
𝑁 + 1重連結領域 (𝑁 個の切れ目を入れると単連結領域になる)なら

Γ = 𝑝1Γ1 + . . . + 𝑝𝑁Γ𝑁 (6.33)

ここで, Γ𝑖 は, 𝑁 + 1重連結領域に入れた「切れ目」 Σ𝑖 を 1回だけ横切る閉曲線についての
循環. また 𝑝𝑖 は, Σ𝑖 を正の向きに横切る回数であり, 𝑝𝑖 = 0,±1,±2, · · ·である. Γは 0にな
るとは限らない.

Σ1 Σ2

図 6.3: 3重連結領域.

Γと速度ポテンシャル 𝜙の関係は

Γ =
∮
𝐶
𝒗 · 𝑑 𝒍 =

∮
𝐶

grad𝜙 · 𝑑 𝒍 =
∮
𝐶
𝑑𝜙 (6.34)

となるので, 𝑁 + 1 重連結領域なら 𝜙 は不定性を持つことになる. つまり, 𝜙 は多価であり
うる.
例
半径 𝑎の円領域をくり抜いた流れ場

𝒗 = (𝑢, 𝑣) = (− 𝑦

𝑥2 + 𝑦2 ,
𝑥

𝑥2 + 𝑦2 ) ただし 𝑥2 + 𝑦2 > 𝑎2 (6.35)

を考える (図 6.4). この流れは

rot𝒗 = 0 (6.36)
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だが,円領域を含む閉じた経路上で定義した循環は

Γ =
∮

𝒗 · 𝑑 𝒍 =
∮

𝑑𝜃 = 2𝜋 (6.37)

ちなみに,この流れのポテンシャル表現は

𝜙 = 𝜃 (6.38)

である.

a
x

y

図 6.4: 円領域のまわりの流れ.

6.2.2 ポテンシャル流の時間発展方程式

運動方程式

𝜕𝒗

𝜕𝑡
+ 𝝎 × 𝒗 + 1

2
grad|𝒗 |2 = −1

𝜌
grad𝑝 − gradΦ + 𝑭 (6.39)

において 𝝎 = 0なので

𝜕𝒗

𝜕𝑡
+ 1

2
grad|𝒗 |2 = −1

𝜌
grad𝑝 − gradΦ + 𝑭 (6.40)

順圧 𝜌 = 𝜌(𝑝) の場合,

𝜕𝒗

𝜕𝑡
+ 1

2
grad|𝒗 |2 = −grad

∫
𝑑𝑝

𝜌
− gradΦ + 𝑭 (6.41)

となる. ここで,

1
𝜌

𝑑 𝑝

𝑑𝑥
=
𝑑

𝑑𝑥

∫ 𝑝 𝑑𝑝

𝜌(𝑝) (6.42)
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を使った. 𝑭がナビエ・ストークス型の粘性なら

𝑭 = 𝜈∇2𝒗 (6.43)
= 𝜈grad(div𝒗) − 𝜈rot(rot𝒗) = 𝜈grad(div𝒗) (6.44)

したがって, 𝜈が定数の場合

𝜕grad𝜙
𝜕𝑡

+ 1
2

grad|𝒗 |2 = −grad
∫

𝑑𝑝

𝜌
− gradΦ + grad(𝜈div𝒗) (6.45)

すなわち

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 1

2
|𝒗 |2 +

∫
𝑑𝑝

𝜌
+Φ − 𝜈∇2𝜙 = 𝑓 (𝑡) (6.46)

𝑓 (𝑡) は時間のみに依存する任意関数. これと連続の式

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ div (𝜌grad𝜙) = 0 (6.47)

とで系を記述する完全な時間発展方程式となる.
渦無しで非圧縮 div𝒗 = 0,かつ 𝜌 = 𝜌0 の場合
div𝒗 = 0及び 𝜌 = 𝜌0 なので,連続の式は

∇2𝜙 = 0 (6.48)

となる. したがって, Laplace方程式を解けば良い.
よって,流れのポテンシャルは調和関数であり,流れ場は境界条件から全て決まる.

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 1

2
|𝒗 |2 + 𝑝

𝜌0
+Φ = 𝑓 (𝑡) (6.49)

は圧力場 𝑝 を与える式になる. 一般に非圧縮流体では圧力場は,流れ場から与えられる. 運
動方程式

𝜕𝒗

𝜕𝑡
+ 𝝎 × 𝒗 + 1

2
grad|𝒗 |2 = −1

𝜌
grad𝑝 − gradΦ + 𝑭 (6.50)

の発散をとると

div
(
1
𝜌

grad𝑝
)
= −div (𝝎 × 𝒗) − 1

2
∇2 |𝒗 |2 − ∇2Φ + div𝑭 (6.51)

注意
渦無し (rot𝒗 = 0),非圧縮 (div𝒗 = 0)な流れではナビエストークス型の粘性は働かないこと
に注意.
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6.3 渦無し・縮まない流体における簡単な 3次元流れ
渦無し (rot𝒗 = 0, 𝒗 = grad𝜙)で,非圧縮 (div𝒗 = 0), 𝜌 = 𝜌0 となる流体の場合,連続の式は

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ div(𝜌grad𝜙) = 0, (6.52)

𝜌div(grad𝜙) = 0 (6.53)

となる. これより,速度場は

∇2𝜙 = 0 (6.54)

だけで決まる.
以下,簡単な解を紹介する.

6.3.1 一様な流れ (uniform flow)

𝜙 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 (6.55)

速度場は以下で求められる.

𝒗 =

(
𝜕𝜙

𝜕𝑥
,
𝜕𝜙

𝜕𝑦
,
𝜕𝜙

𝜕𝑧

)
= (𝑎, 𝑏, 𝑐) (6.56)

図 6.5: 一様流

6.3.2 湧き出し,吸い込み

極座標で考える. Laplace方程式は

1
𝑟2
𝑑

𝑑𝑟

(
𝑟2 𝑑𝜙

𝑑𝑟

)
= 0 (6.57)
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この Laplace方程式の解の 1つを求めると.

𝑑

𝑑𝑟

(
𝑟2 𝑑𝜙

𝑑𝑟

)
= 0, (6.58)

𝑟2 𝑑𝜙

𝑑𝑟
= 𝑚, (6.59)

𝑑𝜙

𝑑𝑟
=
𝑚

𝑟2 , (6.60)

𝜙 = −𝑚
𝑟

(6.61)

となる. ここで積分定数は落した.
𝑚 [m3 sec−1]は 1秒間にわき出す/沈み込む流体の体積をあらわす. 𝑚 > 0は湧き出しの流
れ, 𝑚 < 0吸い込みの流れをあらわしている.

𝑣𝑟 =
𝜕𝜙

𝜕𝑟
=
𝑚

𝑟2 (6.62)

わきだし (もしくは,吸い込み)の総量は,半径 𝑟 の円の周に沿って速度の動径成分を積分す
れば良い. 結果は以下のとおり.

𝑄 =
∫
𝑆
𝒗 · 𝑑𝒔 =

∫
𝑆
𝑣𝑟𝑑𝑆 =

∫ 𝜋/2

−𝜋/2

∫ 2𝜋

0

𝑚

𝑟2 𝑟
2 cos 𝜃𝑑𝜃𝑑𝜙 = 4𝜋𝑚 (6.63)

4𝜋𝑚 をわきだし (もしくは,吸い込み)の強さという.

v_r
流線

x

y

φ=一定

図 6.6: 湧き出し,吸い込み

6.3.3 一様流れ場中の湧き出し (𝑚 > 0)

𝜙 = 𝑈𝑥 − 𝑚

𝑟
= 𝑈𝑟 cos 𝜃 − 𝑚

𝑟
(6.64)

ただし 𝑥 軸方向が 𝜃 = 0.
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図 6.7: 一様流中の湧き出し.

• 淀み点 |𝒗 | = 0

𝑣𝑟 = 𝑈 cos 𝜃 + 𝑚
𝑟2 = 0 → 𝑟 =

√
𝑚

𝑈
, 𝜃 = 𝜋 (6.65)

つまり, 𝑥 軸のとある一点では湧き出しによる速度と一様流がちょうど打ち消しあう.
よどみ点は図中では Aで示される点である.

• 遠方での広がり
湧き出した流体は無限の下流で半径 b の円筒状の領域を占める. そこでは流速 𝑈 に
なると考える. 流量の保存から

𝑄 = 4𝜋𝑚 = 𝜋𝑏2𝑈, (6.66)

𝑏 = 2
√
𝑚

𝑈
(6.67)

6.3.4 二重湧き出し

𝜙 = −𝑚
𝑟
+ 𝑚
𝑟1

(6.68)

これは, 2点 Q, 𝑄1 に同じ強さの湧き出しと吸い込みが存在する場合の流れ.
𝑟1 → 𝑟 の極限を考える (湧き出しと吸い込みが無限に近接している場合)

𝜙 = −𝑚
𝑟
+ 𝑚

𝑟 + 𝛿𝑟 = −𝑚
𝑟
+ 𝑚

𝑟 + 𝛿𝑟 = −𝑚𝛿𝑟
𝑟2 = −𝑚𝛿𝑥 cos 𝜃

𝑟2 (6.69)

→ −𝜇 cos 𝜃
𝑟2 (6.70)

ただし 𝜇 ≡ lim𝑚𝛿𝑥 が一定となるような極限をとった.
一般の方向 𝒆 = (𝑙, 𝑚, 𝑛)の場合は

𝜙 = 𝒆 · grad
𝜇

𝑟
(6.71)
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r r1

Q Q1

図 6.8: 二重湧き出しを考える設定.

この流れを, Q点に置かれた軸方向 𝒆,強さ 𝜇の二重湧き出し (doublet)による流れという.
原点に 𝑥 軸方向の二重湧き出しがある時の流れは

𝜙 = −𝜇cos 𝜃
𝑟2 = −𝜇 𝑥

𝑟3 (6.72)

となる.

6.3.5 ランキンの卵型 (𝑚 > 0)

𝜙 = 𝑈𝑥 − 𝑚

𝑟
+ 𝑚
𝑟1

(6.73)

これは,上記の流れで 𝑂 から湧き出した流体を 𝑥 軸上の別の点 𝑂1 で吸い込むときにでき
る流れ. 𝑟, 𝑟1 はそれぞれ 𝑂, 𝑂1 からの距離である.
よどみ点は 𝐴, 𝐵 の 2 つ. 𝐴, 𝐵 を通る流線群によって形成される閉曲面をランキンの卵型
(Rankine’s ovoid)という.

図 6.9: ランキンの卵型.

main.tex 2022/01/17(石渡正樹)



流体力学 第 6章 非圧縮,渦なし,完全流体 103

6.4 二次元渦無し・非圧縮流体

6.4.1 複素ポテンシャルによる流れ場の表現

• 二次元の渦無し (rot𝒗 = 0)で,非圧縮 (div𝒗 = 0)な流体は,速度ポテンシャルと流線関
数を用いて

𝑣𝑥 =
𝜕𝜙

𝜕𝑥
= −𝜕𝜓

𝜕𝑦
, (6.74)

𝑣𝑦 =
𝜕𝜙

𝜕𝑦
=
𝜕𝜓

𝜕𝑥
(6.75)

と書ける. したがって, 𝜙, 𝜓 で定義される 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 の複素関数

𝑓 = 𝜙 − 𝑖𝜓 (6.76)

はコーシーリーマンの定理によって解析関数である. 𝑓 [(m2 sec−1,m2 sec−1)]を流れの
複素ポテンシャルと言う. 2

• 流れ場は複素ポテンシャル 𝑓 を用いて

𝑣𝑥 − 𝑖𝑣𝑦 =
𝑑 𝑓

𝑑𝑧
= 𝑞𝑒−𝑖𝜃 (6.78)

と表現される.

𝑣𝑥 = 𝑞 cos 𝜃, (6.79)
𝑣𝑦 = 𝑞 sin 𝜃 (6.80)

• 循環 Γと流量 𝑄 は

Γ =
∮

𝒗 · 𝑑 𝒍 =
∮

grad𝜙 · 𝑑 𝒍 =
∮

𝑑𝜙, (6.81)

𝑄 =
∮

𝒗 · 𝑑𝑺 =
∮

(𝒌 × grad𝜓) · 𝑑 ( 𝒍 × 𝒌) (6.82)

=
∮

𝒌 × (𝒌 × grad𝜓) · 𝑑 𝒍 = −
∮

grad𝜓 · 𝑑 𝒍 = −
∮

𝑑𝜓 (6.83)

2複素関数の復習. 解析関数 𝑓 = 𝑢 + 𝑖𝑣 の 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 微分は

𝑑 𝑓

𝑑𝑧
=
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑖 𝜕𝑣
𝜕𝑥

=
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑖 𝜕𝑢
𝜕𝑦

(6.77)

となる.
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ここで, 𝒌 は 𝑧軸方向の単位ベクトルである. 3よって∮
𝑑 𝑓

𝑑𝑧
=

∮
𝑑𝑓 =

∮
𝑑𝜙 − 𝑖

∮
𝑑𝜓 = Γ + 𝑖𝑄 (6.86)

単連結領域なら 𝑓 が解析関数であることにより∮
𝑑𝑓 = Γ + 𝑖𝑄 = 0 (6.87)

• 複素関数の性質を使うと,一つの流れ場 (複素関数 𝑓 )から他の流れ場を生成できる.

等角写像 (𝑧平面で図形を相似な図形に移す解析関数による写像)によって,さまざま
な形状のまわりの流れが円柱のまわりの流れに射影される. 円柱のまわりの流れを求
めておけば,他の様々な流れを求めることができる.

例えば,ジューコフスキーの変換は 𝑧面の円を平板に写す写像である.

6.4.2 2次元渦無し・非圧縮流体の簡単な例

• 一様な流れ𝑈 (𝑈 は実定数)

𝑓 = 𝑈𝑧 = 𝑈𝑥 + 𝑖𝑈𝑦 (6.88)

よって,

𝜙 = 𝑈𝑥, (6.89)
𝜓 = −𝑈𝑦. (6.90)

• 湧き出し,吸い込み

𝑓 = 𝑚 ln 𝑧 = 𝑚 ln(𝑟𝑒𝑖𝜃) = 𝑚(ln 𝑟 + 𝑖𝜃) (6.91)

よって

𝜙 = 𝑚 ln 𝑟, (6.92)
𝜓 = −𝑚𝜃 (6.93)

これから,流線 𝜓 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 は 𝜃 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. これは原点から出る放射線状の直線群.

3被積分関数は

(𝒌 × grad𝜓) · 𝑑 ( 𝒍 × 𝒌) = (𝒌 × grad𝜓) · (𝑑 𝒍 × 𝒌) = 𝑑 𝒍 · {𝒌 × (𝒌 × grad𝜓)} (6.84)

ここで,ベクトル解析の公式

𝑨 · 𝑩 × 𝑪 = 𝑩 · 𝑪 × 𝑨 (6.85)

を使った.
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x

y

φ=一定

Ψ=一定

図 6.10: 湧き出し,吸い込み

流れの向きを知るには,動径方向の速度成分 𝑣𝑟 を求めれば良い.

𝑣𝑟 =
𝜕𝜙

𝜕𝑟
=
𝑚

𝑟
(6.94)

これから, 𝑚 > 0ならば, 𝑣𝑟 > 0. よって,湧き出しの流れ. 流量は

𝑄 = −
∮

𝑑𝜓 = 2𝜋𝑚 (6.95)

循環は 0:

Γ =
∮

𝑑𝜙 = 0 (6.96)

• 二重湧き出し

𝑓 = 𝑚 ln(𝑧 − 𝑎) − 𝑚 ln(𝑧 + 𝑎) = 𝑚 ln
𝑧 − 𝑎
𝑧 + 𝑎 (6.97)

これは湧き出しと吸い込みが存在する場合の流れである.

これの 𝑎 → 0の極限をとると

𝑓 = −𝜇
𝑧

(6.98)

ただし 𝜇 ≡ lim
𝑎→0

2𝑚𝑎これは二次元の二重湧き出し.

• 角 (角度 𝜋/𝑛で与えられる)をまわる流れ

𝑓 = 𝐴𝑧𝑛 = 𝐴𝑟𝑛𝑒𝑖𝑛𝜃 , 𝐴 > 0, 𝑛 > 0 (6.99)

流れのポテンシャルと流線関数は

𝜙 = 𝐴𝑟𝑛 cos 𝑛𝜃 (6.100)
𝜓 = −𝐴𝑟𝑛 sin 𝑛𝜃 (6.101)
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π/n
O

図 6.11: 角をまわる流れ. 𝑛 > 1の場合

𝜓 = 0となるのは 𝜃 = 𝜋/𝑛. つまり,原点から出る放射線.

角度が 𝜋より大きい,つまり, 0 < 𝑛 < 1のとき (角を曲がる流れ)は

|𝒗 | = | 𝑑 𝑓
𝑑𝑧

| = |𝑛𝐴𝑧𝑛−1 | → ∞, 𝑟 → 0 (6.102)

である. 𝑟 = 0近傍では物理的に変. つまり渦無し非発散ではありえない.

π/n

図 6.12: 角をまわる流れ. 0 < 𝑛 < 1の場合

• 渦糸
湧き出しの流れのポテンシャルで 𝑚 の代わりに純虚数を使う.

𝑓 = −𝑖𝜅 ln 𝑧 (6.103)

レポートにおいて考察せよ.

6.4.3 円柱のまわりの流れ

これも, 2次元渦無し・非圧縮流体の簡単な例である.

• 静止流体中を運動する円柱のまわりの流れ (次の問題の答えを座標変換すると同じ結
果が得られる.)

半径 𝑎の円柱が 𝑥 軸の正の方向に𝑈 なる速さで動いているとする.
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x

y
φ=一定

Ψ=一定

速度ポテンシャル

流線

図 6.13: 渦糸の速度ポテンシャルと流線

円柱によって引き起こされる流れは複素速度ポテンシャル 𝑓 (𝑧) で与えられる. 𝑓 (𝑧)
は円柱の外部いたるところで正則であるから

𝑓 = 𝑐0 +
𝑐1
𝑧
+ 𝑐2

𝑧2
+ · · · , (6.104)

𝑐𝑛 = 𝑎𝑛 + 𝑖𝑏𝑛 (6.105)

のようにローラン級数に展開される. 4 𝑧𝑛 (𝑛 > 0) の項は全て 0になる. なぜなら, 無
限遠で速度が無限大になってしまうからである. 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 とおくと,

𝑐𝑛
𝑧𝑛

= (𝑎𝑛 + 𝑖𝑏𝑛)𝑟−𝑛𝑒−𝑖𝑛𝜃 = (𝑎𝑛 + 𝑖𝑏𝑛)𝑟−𝑛 (cos 𝑛𝜃 − 𝑖 sin 𝑛𝜃) (6.108)

= (𝑎𝑛 cos 𝑛𝜃 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜃)𝑟−𝑛 + 𝑖(𝑏𝑛 cos 𝑛𝜃 − 𝑎𝑛 sin 𝑛𝜃)𝑟−𝑛 (6.109)

となるので,上記のローラン級数を実数部と虚数部に分けると

Φ =
∞∑
𝑛=0

(𝑎𝑛 cos 𝑛𝜃 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜃) 𝑟−𝑛, (6.110)

Ψ =
∞∑
𝑛=0

(𝑏𝑛 cos 𝑛𝜃 − 𝑎𝑛 sin 𝑛𝜃) 𝑟−𝑛. (6.111)

境界条件としては,円柱表面 𝑟 = 𝑎 で円柱と流体との相対速度の法線成分が 0になる
ことが要求される. 円柱の速さは𝑈 であるから

𝜕Φ
𝜕𝑟

= 𝑈 cos 𝜃 𝑎𝑡 𝑟 = 𝑎. (6.112)

4複素関数 𝑓 (𝑧) が 2つの同心円に挟まれた環状領域 0 ≤ 𝜌 < |𝑧 − 𝑎 | < 𝑅で正則であれば, 𝑓 (𝑧) は次のよう
な級数で展開でき,展開係数は一通りに定まる.

𝑓 (𝑧) =
∞∑

𝑛=−∞
𝑎𝑛 (𝑧 − 𝑎)𝑛 =

∞∑
𝑚=1

𝑎−𝑚
(𝑧 − 𝑎)𝑚 +

∞∑
𝑘=0

𝑎𝑘 (𝑧 − 𝑎)𝑘 , (6.106)

𝑎𝑛 =
1

2𝜋𝑖

∫
|𝑧−𝑎 |=𝑟

𝑓 (𝑧)
(𝑧 − 𝑎)𝑛+1 𝑑𝑧 (𝜌 < 𝑟 < 𝑅) (6.107)

これを 𝑧 = 𝑎を中心とする 𝑓 (𝑧) の Laurent展開という.
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Φの展開式を境界条件の式に代入すると

−
∞∑
𝑛=0

𝑛𝑎−𝑛−1 (𝑎𝑛 cos 𝑛𝜃 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝜃) = 𝑈 cos 𝜃. (6.113)

左辺は 𝑈 cos 𝜃 のフーリエ展開に相当する. sin 𝑛𝜃, cos 𝑛𝜃 の係数を比較すると 𝑎0, 𝑏0

は任意で

−𝑎−2𝑎1 = 𝑈, (6.114)
𝑏1 = 0, (6.115)

𝑎𝑛 = 𝑏𝑛 = 0 (𝑛 > 1). (6.116)

それゆえ, 𝑓 (𝑧) は

𝑓 = 𝐶0 −𝑈
𝑎2

𝑧
= 𝐶0 −𝑈

𝑎2𝑒−𝑖𝜃

𝑟
(6.117)

となる.

複素速度ポテンシャルは微分だけが重要なので,定数の差があっても流れは同じもの
となる.

この場合の複素ポテンシャル

𝑓 = 𝐶0 −𝑈
𝑎2

𝑧
= 𝐶0 −𝑈

𝑎2𝑒−𝑖𝜃

𝑟
(6.118)

が,境界条件を満たすことだけを確認するためには,

𝜙 = 𝐶0 −𝑈
𝑎2 cos 𝜃
𝑟

(6.119)

𝜓 = −𝑈𝑎
2 sin 𝜃
𝑟

(6.120)

から

𝑣𝑟 =
𝜕𝜙

𝜕𝑟
= 𝑈

𝑎2 cos 𝜃
𝑟2 (6.121)

において, 𝑟 = 𝑎とおいて 𝑣𝑟 = 𝑈 cos 𝜃 となることを確認すれば良い.

以上から,円柱の運動によって引き起こされる流れは円柱の中心に二重わきだしを置
いたときの流れと同等である.

• 速度𝑈 の一様流中に静止する円柱のまわりの流れ (円柱のまわりの循環が 0の場合)

𝑥 軸の正方向に速度 𝑈 の一様流があるとき, その中に半径 𝑎 の円柱を静止させたと
する.
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図 6.14: 円のまわりの一様流.

一様流に対して円柱は 𝑥軸の負の方向に𝑈なる速度で動くことになるから,上の結果
を用いて複素速度ポテンシャルは

𝑓 = 𝑈𝑧︸︷︷︸
一様流

+ 𝑈
𝑎2

𝑧︸︷︷︸
2重わきだし

(6.122)

となる.

この 𝑓 が境界条件 (円柱表面で 𝑣𝑟 = 0)を満たしていることを確認したければ以下の
ようにする. ポテンシャルたちは

𝑓 = 𝜙 − 𝑖𝜓 (6.123)

なので,

𝑓 = 𝑈𝑧 +𝑈𝑎
2

𝑧
= 𝑈𝑟𝑒𝑖𝜃 +𝑈𝑎2𝑟−1𝑒−𝑖𝜃 = 𝑈𝑟 (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) +𝑈𝑎2𝑟−1 (cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃)

(6.124)

より

𝜙 = 𝑈𝑟 cos 𝜃 +𝑈𝑎
2 cos 𝜃
𝑟

, (6.125)

𝜓 = −𝑈𝑟 sin 𝜃 +𝑈𝑎
2 sin 𝜃
𝑟

(6.126)

となる. これから,速度は

𝑣𝑟 =
𝜕𝜙

𝜕𝑟
= 𝑈 cos 𝜃 −𝑈𝑎

2 cos 𝜃
𝑟2 , (6.127)

𝑣𝜃 =
1
𝑟

𝜕𝜙

𝜕𝜃
= −𝑈 sin 𝜃 −𝑈𝑎

2 sin 𝜃
𝑟2 (6.128)
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円柱の表面 𝑟 = 𝑎を考えると, 𝜓 = 0になる. 速度は次のようになる.

𝑣𝑟 = 𝑈 cos 𝜃 −𝑈𝑎
2 cos 𝜃
𝑎2 = 0, (6.129)

𝑣𝜃 = −𝑈 sin 𝜃 −𝑈𝑎
2 sin 𝜃
𝑎2 = −2𝑈 sin 𝜃 (6.130)

𝜃 = 𝜋/2で速度は 2倍の 2𝑈.

• 循環 (−Γ′)を伴う場合
速度𝑈 の一様流中に静止する円柱のまわりの流れの複素ポテンシャルは

𝑓 = 𝑈𝑧 +𝑈𝑎
2

𝑧
+ 𝑖 Γ

′

2𝜋
ln 𝑧 [m2 sec−1,m2 sec−1] (6.131)

これは,循環無しの場合の円柱の回りの流れに渦糸の流れを重ね合わせたもの. よっ
て, Γ′ > 0の場合,流れは上半平面では循環の無い場合に比べて加速され,下半平面で
は減速される.

𝑓 の表式より,

𝜙 = 𝑈𝑟 cos 𝜃 +𝑈𝑎
2

𝑟
cos 𝜃 − Γ′

2𝜋
𝜃, (6.132)

𝜓 = −𝑈𝑟 sin 𝜃 +𝑈𝑎
2

𝑟
sin 𝜃 − Γ′

2𝜋
ln 𝑟 (6.133)

よって

𝑣𝑟 =
𝜕𝜙

𝜕𝑟
= 𝑈 cos 𝜃 −𝑈𝑎

2

𝑟2 cos 𝜃, (6.134)

𝑣𝜃 =
1
𝑟

𝜕𝜙

𝜕𝜃
= −𝑈 sin 𝜃 −𝑈𝑎

2

𝑟2 sin 𝜃 − Γ′

2𝜋𝑟
(6.135)

(6.136)

淀み点の位置を求める. 複素速度は

𝑑 𝑓

𝑑𝑧
= 𝑈 −𝑈𝑎

2

𝑧2
+ 𝑖 Γ

′

2𝜋𝑧
(6.137)

淀み点は

0 = |𝒗 | =
����𝑑 𝑓𝑑𝑧 ���� = ����𝑈 −𝑈𝑎

2

𝑧2
+ 𝑖 Γ

′

2𝜋𝑧

���� (6.138)

すなわち

𝑈𝑧2 + 𝑖 Γ
′

2𝜋
𝑧 −𝑈𝑎2 = 0 (6.139)
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よって

𝑧 = −𝑖 Γ′

4𝜋𝑈
±

√
𝑎2 −

(
Γ′

4𝜋𝑈

)2
(6.140)

Γ′ ≤ 4𝜋𝑈 の時は |𝑧 | = 𝑎 で淀み点は円柱上, Γ′ > 4𝜋𝑈 の時は淀み点は円柱からはな
れる.

Γ′ ≤ 4𝜋𝑈𝑎 Γ′ = 4𝜋𝑈𝑎 Γ′ ≥ 4𝜋𝑈𝑎.

図 6.15: 円のまわりの一様流の Γ′依存性. (a) Γ′ ≤ 4𝜋𝑈𝑎, (b) Γ′ = 4𝜋𝑈𝑎, (c) Γ′ ≥ 4𝜋𝑈𝑎.

• 円柱に働く力

円柱表面上によどみ点が存在する場合には,以下のように円柱に働く力を求めること
ができる.

円柱表面上における速度分布は

𝑣𝜃 |𝑟=𝑎 = −2𝑈 sin 𝜃 − Γ′

2𝜋𝑎
. (6.141)

ベルヌーイの定理からよどみ圧と円柱上の任意の点における 𝑝+ 𝜌/2𝑣2は等しい. よっ
て,表面圧力分布は, 𝑝0 をよどみ圧として,

𝑝0︸︷︷︸
よどみ点

= 𝑝 + 𝜌0
2
𝑣2
𝜃︸     ︷︷     ︸

円柱上の点

(6.142)

𝑝 = 𝑝0 −
𝜌0
2
𝑣2
𝜃 (6.143)

= 𝑝0 −
𝜌0𝑈

2

2

(
2 sin 𝜃 + Γ′

2𝜋𝑎𝑈

)2
[N m−2] = [kg m−1 sec−2] (6.144)
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となる. 単位長さあたりに円柱に働く力は以下のようになる (円柱全体に働く力を求
めるには面積分をしないといけない).

𝑭 = −
∫

𝑝𝒏𝑑𝑙 (6.145)

𝐹𝑥 = −
∫ 2𝜋

0
𝑝 cos 𝜃𝑎𝑑𝜃 (6.146)

= −
∫ 2𝜋

0
cos 𝜃

[
𝑝0 −

𝜌0𝑈
2

2

(
2 sin 𝜃 + Γ′

2𝜋𝑎𝑈

)2
]
𝑎𝑑𝜃 (6.147)

= −
∫ 2𝜋

0

𝜕

𝜕𝜃

[
𝑝0 sin 𝜃 − 𝜌0𝑈

2

12

(
2 sin 𝜃 + Γ′

2𝜋𝑎𝑈

)3
]
𝑎𝑑𝜃 (6.148)

= 0 (6.149)

𝐹𝑦 = −
∫ 2𝜋

0
𝑝 sin 𝜃𝑎𝑑𝜃 (6.150)

= −
∫ 2𝜋

0
sin 𝜃

[
𝑝0 −

𝜌0𝑈
2

2

(
2 sin 𝜃 + Γ′

2𝜋𝑎𝑈

)2
]
𝑎𝑑𝜃 (6.151)

=
∫ 2𝜋

0

𝜌0𝑈
2

2
2

Γ′

𝜋𝑎𝑈
(sin 𝜃)2𝑎𝑑𝜃 (6.152)

= 𝜌0𝑈Γ
′ [kg sec−2] = [N m−1] (6.153)

となる5.

一般に, 流れが物体に及ぼす力の流れの方向の成分を抵抗 (あるいは抗力, drag) とい
う. 流れに直角方向の成分を揚力 (lift)という. 円柱の場合,抵抗は 0,揚力は 𝜌𝑈Γと
なることが示された. 実はこれらの結果は任意の 2次元的な物体について成り立つこ
とが証明できる. 前者をダランベールのパラドックス (d’Alembert’s paradox), 後者を
Kutta-Joukowskiの定理という.

– 粘性のない流体で物体を等速直線運動させると抵抗が働かない

– 自在物体の場合,粘性が抵抗の原因となる.

6.5 3次元渦無し流れの例: 球のまわりの流れ
2次元の渦無しの流れを取り扱う場合に複素関数論という有力な道具があるのに対して, 3
次元の場合にはそういう便利なものはない. それゆえ,ラプラス方程式 ∇2𝜙 = 0をなんとか
して解くというより他に手は無い.
3次元の渦無し (ポテンシャル流)の例として球のまわりの流れを考える.

5𝐹𝑦 の式で sin3 𝜃 の積分は 0になる. グラフの概形を考えれば明らか.
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6.5.1 静止流体中を動く球

速度ポテンシャル 𝜙のラプラス方程式

∇2𝜙 = 0 (6.154)

の解は,極座標では一般に

𝜙 =
∑

(𝐴𝑛𝑟𝑛 + 𝐵𝑛𝑟−𝑛−1) (𝐶𝑛𝑃𝑛 (cos 𝜃) + 𝐷𝑛𝑄𝑛 (cos 𝜃)) (6.155)

と展開される. ここで, 𝑃𝑛 (𝑥), 𝑄𝑛 (𝑥) はそれぞれ Legendreの多項式 (または第一種の帯球関
数),第二種の帯球関数と呼ばれるものであり,

𝑃𝑛 (𝑥) =
1 · 3 · 5 · · · (2𝑛 − 1)

𝑛!
(6.156)

×
{
𝑥𝑛 − 𝑛(𝑛 − 1)

2(2𝑛 − 1) 𝑥
𝑛−2 + 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)

2 · 4(2𝑛 − 1) (2𝑛 − 3) 𝑥
𝑛−4 − · · ·

}
, (6.157)

𝑄𝑛 (𝑥) =
𝑛!

1 · 3 · · · (2𝑛 + 1) (6.158)

×
{

1
𝑥𝑛+1 + (𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

2(2𝑛 + 3)
1
𝑥𝑛+3 + (𝑛 + 1)(𝑛 + 2) (𝑛 + 3) (𝑛 + 4)

2 · 4(2𝑛 + 3) (2𝑛 + 5)
1
𝑥𝑛+5 + · · ·

}
(6.159)

となる.
静止流体中を速度𝑈 で運動する半径 𝑎の球に対しては,境界条件は

𝑣𝑟 =
𝜕𝜙

𝜕𝑟
= 𝑈 cos 𝜃 (6.160)

であるので

𝜙 = −𝑈𝑎
3

2𝑟2 cos 𝜃 (6.161)

二重湧き出しによる流れである.

6.5.2 一様流中に静止する球

• 速度ポテンシャル 𝜙は

𝜙 = 𝑈

(
𝑟 + 𝑎3

2𝑟2

)
cos 𝜃 (6.162)

となる. 速度は

𝑣𝑟 =
𝜕𝜙

𝜕𝑟
= 𝑈

(
1 − 𝑎3

𝑟3

)
cos 𝜃, (6.163)

𝑣𝜃 =
1
𝑟

𝜕𝜙

𝜕𝜃
= −𝑈

(
1 + 𝑎3

2𝑟3

)
sin 𝜃 (6.164)
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となる (後で使うのは流線関数). なぜなら,静止流体中を動く球の回りの流れを 𝑈 で
動く座標系に座標変換すれば良いだけだからである. この解が境界条件を満たすこと
を確認する: 𝑟 = 𝑎では

𝑣𝑟 = 0, (6.165)

𝑣𝜃 = −3𝑈
2

sin 𝜃 (6.166)

• 抵抗力は働かない.
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