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第3章 等方ニュートン流体の方程式

3.1 等方ニュートン流体の構成方程式

構成方程式とは, 応力と連続体を記述する座標 (変形)および熱力学量などと関係づける法
則である.
通常,流体では,応力は速度の空間微分の関数と考えるのが自然である. 速度勾配テンソル

(deformation rate tensor) 𝑢𝑘𝑙 ≡
𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑙
を導入しておく. したがって, 構成方程式は応力を速度

勾配テンソルで表現したものとなる.
ここでは,ニュートン流体の構成方程式の表式について考える.

3.1.1 等方ニュートン流体とは

以下の仮定を満たす流体を等方ニュートン流体という.

• 速度勾配が十分小さい. よって,応力が速度勾配の 1次式で表すことができると考え

る. つまり,応力は 𝑢𝑘𝑙 ≡
𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑙
の 1次関数であると仮定する. このような流体をニュー

トン流体 (Newtonian Fluid)と呼ぶ. そうでないものを非 Newton流体 (Non-Newtonian
Fluid)という.

• 流体が等方的である.

ニュートン流体として扱われるものとしては,地球の大気,海洋などが挙げられる.

3.1.2 𝜎𝑖 𝑗 の速度勾配テンソル 𝑢𝑘𝑙 による展開

速度勾配が小さいので, 𝜎𝑖 𝑗 を 𝑢𝑘𝑙 で展開し, 2次以上の項を微小として無視する.

𝜎𝑖 𝑗 = (𝜎𝑖 𝑗 )0 +
𝜕𝜎𝑖 𝑗

𝜕𝑢𝑘𝑙
𝑢𝑘𝑙 +𝑂 (𝑢2

𝑘𝑙). (3.1)

速度勾配テンソル (velocity gradient tensor) 𝑢𝑘𝑙 は対称部分と反対称部分に分けることがで
きる.

𝑢𝑘𝑙 =
1
2
· 𝑒𝑘𝑙 +

1
2
· Ω𝑘𝑙 , (3.2)
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ただし

𝑒𝑘𝑙 ≡
𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑙

+ 𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑘

, (3.3)

Ω𝑘𝑙 ≡
𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑙

− 𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑘

= −𝜀𝑘𝑙𝑚 · 𝜔𝑚 . (3.4)

ここで, 𝜀𝑘𝑙𝑚 はエディントンのイプシロンと呼ばれるもので,

𝜀𝑘𝑙𝑚 =


1 (𝑖, 𝑗 , 𝑘) = (1, 2, 3), (3, 1, 2), (2, 3, 1)
−1 (𝑖, 𝑗 , 𝑘) = (1, 3, 2), (2, 1, 3), (3, 2.1)
0 その他

(3.5)

𝑒𝑘𝑙 は変型速度テンソル (rate-of-deformation tensor) 1, Ω𝑘𝑙 はスピンテンソルである. 後でや
るが, 𝜔𝑚 は渦度ベクトルである. 𝜔𝑚 は渦度の 𝑚 方向の成分である2. したがって 𝜎𝑖 𝑗 はつ
ぎのように表わされる.

𝜎𝑖 𝑗 = (𝜎𝑖 𝑗 )0 +
𝜕𝜎𝑖 𝑗

𝜕𝑢𝑘𝑙
(1
2
𝑒𝑘𝑙 −

1
2
𝜖𝑘𝑙𝑚𝜔𝑚) (3.7)

= (𝜎𝑖 𝑗 )0 + 𝑎𝑖 𝑗 𝑘𝑙𝑒𝑘𝑙 + 𝑏𝑖 𝑗𝑚𝜔𝑚 +𝑂 (𝑢2
𝑘𝑙). (3.8)

ただし, 𝑎𝑖 𝑗 𝑘𝑙 =
1
2
𝜕𝜎𝑖 𝑗

𝜕𝑢𝑘𝑙
, 𝑏𝑖 𝑗𝑚 = −1

2
𝜕𝜎𝑖 𝑗

𝜕𝑢𝑘𝑙
𝜖𝑘𝑙𝑚 である.

3.1.3 応力テンソルの表式

• (𝜎𝑖 𝑗 )0 の表式
流体が静止している場合を考える.

流体中に働く応力は,面に垂直な方向に押す向きに働く圧力 𝑝だけである. よって,応
力テンソルは𝜎𝑖 𝑗 = −𝑝𝛿𝑖 𝑗 となるべきである. 一方,速度勾配による 𝜎の展開式 (3.8)に
ついては,流体が静止しているので 𝑒𝑘𝑙 = 0, 𝜔𝑚 = 0となり𝜎𝑖 𝑗 = (𝜎𝑖 𝑗 )0となる. よって,

(𝜎𝑖 𝑗 )0 = −𝑝𝛿𝑖 𝑗 . (3.9)

• 𝑏𝑖 𝑗𝑚 の表式

流体が剛体回転している場合を考える.

1ひずみ速度テンソル (strain rate tensor)とも言う (巽). 1
2 𝑒𝑘𝑙 を変型速度テンソルと定義する流儀も多い.

2𝜔𝑚 ≡ 𝜖𝑖 𝑗𝑚 𝜕𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑖
よって,

−𝜀𝑘𝑙𝑚 · 𝜔𝑚 = −𝜀𝑘𝑙𝑚 · 𝜖𝑖 𝑗𝑚
𝜕𝑣 𝑗

𝜕𝑥𝑖
= −

(
𝛿𝑘𝑖𝛿𝑙 𝑗 − 𝛿𝑘 𝑗𝛿𝑖𝑙

) 𝜕𝑣 𝑗
𝜕𝑥𝑖

= −
(
𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑘

− 𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑙

)
=
𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑙

− 𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑘

(3.6)
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速度のずれによる応力は存在せず,圧力だけである. 応力テンソルは 𝜎𝑖 𝑗 = −𝑝𝛿𝑖 𝑗 とな
るべき. 今,流体が 𝑥1軸を回転軸として角速度 𝛀で剛体回転しているとする. 剛体回
転の速度場は, 𝒗 = 𝛀 × 𝒓 より

𝒗 = (0,Ω · 𝑥3,−Ω · 𝑥2) (3.10)
Ω =| 𝛀 | . (3.11)

この速度分布では 𝑒𝑘𝑙 =
𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑙

+ 𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑘

= 0, 𝜔1 = −2Ω, 𝜔2 = 𝜔3 = 0である. したがって,

応力テンソル 𝜎𝑖 𝑗 = (𝜎𝑖 𝑗 )0 + 𝑎𝑖 𝑗 𝑘𝑙𝑒𝑘𝑙 + 𝑏𝑖 𝑗𝑚𝜔𝑚 は

𝜎𝑖 𝑗 = −𝑝𝛿𝑖 𝑗 − 𝑏𝑖 𝑗1 · 2Ω. (3.12)

となる. したがって, 𝑏𝑖 𝑗1 = 0 である. 同様に, 𝑥2 軸, 𝑥3 軸回転について考えると, 𝜔𝑚
の係数 𝑏𝑖 𝑗𝑚 はすべて 0となる.

𝑏𝑖 𝑗𝑚 = 0. (3.13)

x2

x1

x3

図 3.1: 𝑥1 軸まわりの剛体回転.

• 𝑎𝑖 𝑗 𝑘𝑙の表式

流体が等方的であるという仮定により, 𝑒𝑘𝑙 の係数 𝑎𝑖 𝑗 𝑘𝑙 は 4階の等方性テンソルでな
ければならない. 任意の座標回転 (より正確には,直交基底変換)により形が変わらな
いテンソルを等方性テンソルという. 4階の等方テンソルは次の形をもつ (次節参照).

𝑎𝑖 𝑗 𝑘𝑙 = 𝐴𝛿𝑖 𝑗𝛿𝑘𝑙 + 𝐵𝛿𝑖𝑘𝛿 𝑗 𝑙 + 𝐶𝛿𝑖𝑙𝛿 𝑗 𝑘 . (3.14)

以上を (3.8)に代入することにより,応力テンソルは次のように書ける.

𝜎𝑖 𝑗 =(𝜎𝑖 𝑗 )0 + 𝑎𝑖 𝑗 𝑘𝑙𝑒𝑘𝑙 + 𝑏𝑖 𝑗𝑚𝜔𝑚 +𝑂 (𝑢2
𝑘𝑙) (3.15)

= − 𝑝𝛿𝑖 𝑗 +
(
𝐴𝛿𝑖 𝑗𝛿𝑘𝑙 + 𝐵𝛿𝑖𝑘𝛿 𝑗 𝑙 + 𝐶𝛿𝑖𝑙𝛿 𝑗 𝑘

)
𝑒𝑘𝑙 (3.16)

= − 𝑝𝛿𝑖 𝑗 + 𝐴𝛿𝑖 𝑗𝑒𝑘𝑘 + 𝐵𝑒𝑖 𝑗 + 𝐶𝑒 𝑗𝑖 (3.17)
= − 𝑝𝛿𝑖 𝑗 + 𝐴𝛿𝑖 𝑗𝑒𝑘𝑘 + (𝐵 + 𝐶)𝑒𝑖 𝑗 . (3.18)
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物質 密度 𝜌 粘性係数 𝜇 動粘性系数 𝜈

[Kg/m3] [Pa · sec=Kg m−1 sec−1] [m2 / sec]
水 H2 O (280K) 996.93 1.4 × 10−3 1.4 × 10−6

水 H2 O (300K) 996.62 8.5 × 10−4 8.6 × 10−7

空気 (298K) 1.184 1.8 × 10−5 1.5 × 10−5

グリセリン C3 H5 (OH)3 (280K) 1267 5.5 4.3 × 10−3

グリセリン C3 H5 (OH)3 (300K 1257 7.8 × 10−1 6.2 × 10−4

水銀 (280K) 13.5877 × 103 1.6 × 10−3 1.2 × 10−7

表 3.1: 粘性流体の密度・粘性係数の値. 流体力学ハンドブックと理科年表による

ここであらためて 𝐴 =
𝜆

2
, 𝐵 + 𝐶 = 𝜇とおく. また, 𝑒𝑘𝑘 = 2

𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑘

= 2div𝒗 と変型することによ

り応力テンソルの表現が得られる.

𝜎𝑖 𝑗 = −𝑝𝛿𝑖 𝑗 + 𝜆𝛿𝑖 𝑗div𝒗 + 𝜇𝑒𝑖 𝑗 (3.19)

= −𝑝𝛿𝑖 𝑗 + 𝜇
(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥 𝑗

+
𝜕𝑣 𝑗

𝜕𝑥𝑖

)
+ 𝜆𝛿𝑖 𝑗

𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑘

. (3.20)

𝜇を粘性係数 (率), 𝜆を第 2粘性係数 (率)という.
応力テンソルの表式は,さらに次のように変形されることも多い.

𝜎𝑖 𝑗 = −𝑝𝛿𝑖 𝑗 + 𝜇
(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥 𝑗

+
𝜕𝑣 𝑗

𝜕𝑥𝑖
− 2

3
𝛿𝑖 𝑗
𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑙

)
+ (𝜆 + 2

3
𝜇)𝛿𝑖 𝑗 · div𝒗 (3.21)

= −𝑝𝛿𝑖 𝑗 + 𝜂
(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥 𝑗

+
𝜕𝑣 𝑗

𝜕𝑥𝑖
− 2

3
𝛿𝑖 𝑗
𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑙

)
+ 𝜁𝛿𝑖 𝑗 · div𝒗. (3.22)

𝜂 ≡ 𝜇は粘性係数（率）である. 𝜁 ≡ 𝜆 + 2
3
𝜇は体積粘性率 (bulk viscosity)と言われる. 体積

粘性率は,体積変化の程度によって平均圧力が静止状態での圧力からずれる効果の大きさを
表す.

3.1.4 等方テンソルの表式の導出

等方テンソルの形の導出の例を以下に示す.

1. 1階の等方性テンソル

座標の回転による座標変換を考える. 変換行列を 𝛽 𝑗𝑖 とすると, 1階テンソルの変換則
により,ベクトル 𝑡 𝑗 は

𝑡′𝑗 = 𝛽 𝑗𝑖𝑡𝑖 (3.23)
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と変換される. 𝑡 𝑗 が等方だすると 𝑡′𝑗 は 𝑡 𝑗 に等しい. 回転変換として, 𝑥1 軸まわりの

180◦ 回転 (𝑥2 軸と 𝑥3 軸がひっくり返る)を考えると

𝛽𝑖 𝑗 =
©­«

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

ª®¬ (3.24)

となるので,

𝑡′1 = 𝑡1, 𝑡
′
2 = −𝑡2, 𝑡′3 = −𝑡3 (3.25)

が得られる. よって,等方性の条件 𝑡′𝑗 = 𝑡
′
𝑗 から

𝑡2 = 0, 𝑡3 = 0 (3.26)

が得られる. 同様に, 𝑥2 軸まわりの 180◦ 回転を考えると 𝑡1 = 0 が得られる. よって,
𝑡𝑖 = 0となる.

更に, 任意の座標回転に対して (0, 0, 0) は形を変えない. したがって 1 階の等方性テ
ンソルは 𝑡𝑖 = 0である.

2. 2階の等方性テンソル

計算の便宜上, 𝑎𝑖 𝑗 を成分とするテンソルを 𝑻2 と書くことにすると,

𝑻2 = 𝑎𝑖 𝑗 𝒆𝑖𝒆 𝑗 , (3.27)

と表すことができる . ここで 𝒆𝑖 は 𝑥𝑖 軸に平行な単位ベクトルであり, 𝒆𝑖𝒆 𝑗 はテンソ
ルの基底である3. 座標系を任意の向きに回転させるとき,等方性テンソルの成分は回
転前後で不変である. この条件を満たすように成分 𝑎𝑖 𝑗 を定める.

アインシュタインの規約を用いずに (3.27)を書き下すと,

𝑻2 = 𝑎𝑥𝑥𝒆𝑥𝒆𝑥 + 𝑎𝑥𝑦𝒆𝑥𝒆𝑦 + 𝑎𝑥𝑧𝒆𝑥𝒆𝑧
+ 𝑎𝑦𝑥𝒆𝑦𝒆𝑥 + 𝑎𝑦𝑦𝒆𝑦𝒆𝑦 + 𝑎𝑦𝑧𝒆𝑦𝒆𝑧
+ 𝑎𝑧𝑥𝒆𝑧𝒆𝑥 + 𝑎𝑧𝑦𝒆𝑧𝒆𝑦 + 𝑎𝑧𝑧𝒆𝑧𝒆𝑧 (3.28)

となる. 座標系を 𝑥 軸について反時計回りに 𝜋 rad回転させる. このとき 𝑻2 は (3.28)
において単位ベクトルを 𝒆𝑦 → −𝒆𝑦, 𝒆𝑧 → −𝒆𝑧 と置き換えたもので表現される. すな
わち

𝑻2 = 𝑎𝑥𝑥𝒆𝑥𝒆𝑥 − 𝑎𝑥𝑦𝒆𝑥𝒆𝑦 − 𝑎𝑥𝑧𝒆𝑥𝒆𝑧
− 𝑎𝑦𝑥𝒆𝑦𝒆𝑥 + 𝑎𝑦𝑦𝒆𝑦𝒆𝑦 + 𝑎𝑦𝑧𝒆𝑦𝒆𝑧
− 𝑎𝑧𝑥𝒆𝑧𝒆𝑥 + 𝑎𝑧𝑦𝒆𝑧𝒆𝑦 + 𝑎𝑧𝑧𝒆𝑧𝒆𝑧 (3.29)

32階テンソルに関して, (3.27)のように単位ベクトルを 2つ併記して成分の位置付けを表す方法をダイア
ディック (dyadic)と呼ぶ. また 4階テンソルに関して, (3.37)のように単位ベクトルを 4つ併記して成分の位
置付けを表す方法をテトラディック (tetradic)と呼ぶ.
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となる. (3.28), (3.29)の 𝑻2 の各成分は互いに等しくなければならないので,

𝑎𝑥𝑦 = 0, 𝑎𝑥𝑧 = 0, 𝑎𝑦𝑥 = 0, 𝑎𝑧𝑥 = 0 (3.30)

が得られる. 同様に座標系を 𝑦 軸について反時計周りに 𝜋 rad 回転させると, 𝑻2 は
(3.28)において単位ベクトルを 𝒆𝑥 → −𝒆𝑥 , 𝒆𝑧 → −𝒆𝑧 と置き換えることで表現される
ので,

𝑻2 = 𝑎𝑥𝑥𝒆𝑥𝒆𝑥 − 𝑎𝑥𝑦𝒆𝑥𝒆𝑦 + 𝑎𝑥𝑧𝒆𝑥𝒆𝑧
− 𝑎𝑦𝑥𝒆𝑦𝒆𝑥 + 𝑎𝑦𝑦𝒆𝑦𝒆𝑦 − 𝑎𝑦𝑧𝒆𝑦𝒆𝑧
+ 𝑎𝑧𝑥𝒆𝑧𝒆𝑥 − 𝑎𝑧𝑦𝒆𝑧𝒆𝑦 + 𝑎𝑧𝑧𝒆𝑧𝒆𝑧 (3.31)

となる. (3.28), (3.31)の各成分は互いに等しくなければならないので,

𝑎𝑦𝑧 = 0, 𝑎𝑧𝑦 = 0 (3.32)

が得られる. また座標系を 𝑦軸について反時計周りに 𝜋/2 rad回転させた後,新たな 𝑥

軸について時計周りに 𝜋/2 rad回転させる. このとき 𝑻2 は (3.28)において単位ベク
トルを 𝒆𝑥 → 𝒆𝑦, 𝒆𝑦 → 𝒆𝑧, 𝒆𝑧 → 𝒆𝑥 と置き換えることで表現されるので,

𝑻2 = 𝑎𝑥𝑥𝒆𝑦𝒆𝑦 + 𝑎𝑥𝑦𝒆𝑦𝒆𝑧 + 𝑎𝑥𝑧𝒆𝑦𝒆𝑥
+ 𝑎𝑦𝑥𝒆𝑧𝒆𝑦 + 𝑎𝑦𝑦𝒆𝑧𝒆𝑧 + 𝑎𝑦𝑧𝒆𝑧𝒆𝑥
+ 𝑎𝑧𝑥𝒆𝑥𝒆𝑦 + 𝑎𝑧𝑦𝒆𝑥𝒆𝑧 + 𝑎𝑧𝑧𝒆𝑥𝒆𝑥 (3.33)

= 𝑎𝑧𝑧𝒆𝑥𝒆𝑥 + 𝑎𝑧𝑥𝒆𝑥𝒆𝑦 + 𝑎𝑧𝑦𝒆𝑥𝒆𝑧
+ 𝑎𝑥𝑧𝒆𝑦𝒆𝑥 + 𝑎𝑥𝑥𝒆𝑦𝒆𝑦 + 𝑎𝑥𝑦𝒆𝑦𝒆𝑧
+ 𝑎𝑦𝑧𝒆𝑧𝒆𝑥 + 𝑎𝑦𝑥𝒆𝑧𝒆𝑦 + 𝑎𝑦𝑦𝒆𝑧𝒆𝑧 (3.34)

となる. (3.28), (3.34)の各成分は互いに等しくなければならないので,

𝑎𝑥𝑥 = 𝑎𝑦𝑦 = 𝑎𝑧𝑧 (3.35)

が得られる. 𝑎𝑥𝑥 = 𝑎𝑦𝑦 = 𝑎𝑧𝑧 = 𝐴と置くと, (3.30), (3.32), (3.35)より,

𝑎𝑖 𝑗 = 𝐴𝛿𝑖 𝑗 (3.36)

となる.

逆に, (3.36) なら任意の回転に対して不変となることが示せる (はず). よって, (3.36)
が 2階の等方テンソルである.

3. 4階の等方性テンソルの導出

𝑎𝑖 𝑗 𝑘𝑙 を成分とするテンソルを 𝑻4 と書くことにすると,

𝑻4 = 𝑎𝑖 𝑗 𝑘𝑙𝒆𝑖𝒆 𝑗 𝒆𝑘 𝒆𝑙 (3.37)
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と表すことができる. 座標系の回転に対してテンソルの成分は回転前後で不変となる
ように成分 𝑎𝑖 𝑗 𝑘𝑙 を定める.

𝑻4 は 81個の成分を持つので,アインシュタインの規約を用いずに各項を陽に書き下
すのはあまり現実的ではない. よりシステマティックに議論する為に,成分を以下の
ように分類する.

(a) 添字が全て等しいもの. 𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 など 3成分が該当する.

(b) 添字の種類が 2種類で,一方の添字が 2つのみ現れるもの. 𝑎𝑥𝑥𝑦𝑦 など 18成分が
該当する.

(c) 添字が奇数回現れるもの. 𝑎𝑥𝑥𝑦𝑥 , 𝑎𝑥𝑥𝑦𝑧 など 60成分が該当する.

座標系を 1つの軸の周りに 𝜋 rad回転させるとき, 単位ベクトルは (𝒆𝑥 → −𝒆𝑥 , 𝒆𝑦 →
−𝒆𝑦), (𝒆𝑥 → −𝒆𝑥 , 𝒆𝑧 → −𝒆𝑧), (𝒆𝑦 → −𝒆𝑦, 𝒆𝑧 → −𝒆𝑧) のように置き換わる. この回転操
作により,テンソルの基底は 𝒆𝑥𝒆𝑥𝒆𝑥𝒆𝑦 → −𝒆𝑥𝒆𝑥𝒆𝑥𝒆𝑦 のように変換され, 1つの添字が
奇数回現れる成分は自身に負号をつけたものと等しくなる. 従って 3. に分類される
成分は全てゼロとなる.

座標系を 1つの軸の周りに 𝜋/2 rad回転させるとき,単位ベクトルは (𝒆𝑥 → −𝒆𝑦, 𝒆𝑦 →
𝒆𝑥), (𝒆𝑦 → −𝒆𝑧, 𝒆𝑧 → 𝒆𝑦), (𝒆𝑧 → −𝒆𝑥 , 𝒆𝑥 → 𝒆𝑧) のように置き換わる. この回転操作に
より, テンソルの基底は 𝒆𝑥𝒆𝑥𝒆𝑦𝒆𝑦 → 𝒆𝑦𝒆𝑦𝒆𝑥𝒆𝑥 のように変換されるので, 2. に分類さ
れる成分に関して以下の関係が得られる.

𝑎𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝑎𝑦𝑦𝑥𝑥 , 𝑎𝑦𝑦𝑧𝑧 = 𝑎𝑧𝑧𝑦𝑦, 𝑎𝑧𝑧𝑥𝑥 = 𝑎𝑥𝑥𝑧𝑧, (3.38)
𝑎𝑥𝑦𝑥𝑦 = 𝑎𝑦𝑥𝑦𝑥 , 𝑎𝑦𝑧𝑦𝑧 = 𝑎𝑧𝑦𝑧𝑦, 𝑎𝑧𝑥𝑧𝑥 = 𝑎𝑥𝑧𝑥𝑧, (3.39)
𝑎𝑥𝑦𝑦𝑥 = 𝑎𝑦𝑥𝑥𝑦, 𝑎𝑦𝑧𝑧𝑦 = 𝑎𝑧𝑦𝑦𝑧, 𝑎𝑧𝑥𝑥𝑧 = 𝑎𝑥𝑧𝑧𝑥 . (3.40)

座標系を 1つの軸の周りに 𝜋/2 rad回転させた後,新たな座標系におけるある軸の周りに
−𝜋/2 rad回転させるとき,単位ベクトルは (𝒆𝑥 → 𝒆𝑦, 𝒆𝑦 → 𝒆𝑧, 𝒆𝑧 → 𝒆𝑥)と置き換わる.
この回転操作により, テンソルの基底は 𝒆𝑥𝒆𝑥𝒆𝑦𝒆𝑦 → 𝒆𝑦𝒆𝑦𝒆𝑧𝒆𝑧, 𝒆𝑥𝒆𝑥𝒆𝑥𝒆𝑥 → 𝒆𝑦𝒆𝑦𝒆𝑦𝒆𝑦
のように変換される. 従って,各成分に関して以下の関係が得られる.

𝑎𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝑎𝑦𝑦𝑧𝑧 = 𝑎𝑧𝑧𝑥𝑥 , (3.41)
𝑎𝑥𝑦𝑥𝑦 = 𝑎𝑦𝑧𝑦𝑧 = 𝑎𝑧𝑥𝑧𝑥 , (3.42)
𝑎𝑥𝑦𝑦𝑥 = 𝑎𝑦𝑧𝑧𝑦 = 𝑎𝑧𝑥𝑥𝑧, (3.43)
𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑎𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑎𝑧𝑧𝑧𝑧 . (3.44)

(3.38) – (3.43)をまとめると,

𝑎𝑥𝑥𝑦𝑦 = 𝑎𝑦𝑦𝑧𝑧 = 𝑎𝑧𝑧𝑥𝑥 = 𝑎𝑦𝑦𝑥𝑥 = 𝑎𝑧𝑧𝑦𝑦 = 𝑎𝑥𝑥𝑧𝑧 ≡ 𝐵, (3.45)
𝑎𝑥𝑦𝑥𝑦 = 𝑎𝑦𝑧𝑦𝑧 = 𝑎𝑧𝑥𝑧𝑥 = 𝑎𝑦𝑥𝑦𝑥 = 𝑎𝑧𝑦𝑧𝑦 = 𝑎𝑥𝑧𝑥𝑧 ≡ 𝐶, (3.46)
𝑎𝑥𝑦𝑦𝑥 = 𝑎𝑦𝑧𝑧𝑦 = 𝑎𝑧𝑥𝑥𝑧 = 𝑎𝑦𝑥𝑥𝑦 = 𝑎𝑧𝑦𝑦𝑧 = 𝑎𝑥𝑧𝑧𝑥 ≡ 𝐷 (3.47)
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となる. 但し 𝐵, 𝐶, 𝐷 はスカラー量である.

更に 𝑧 軸の周りに微小角度 𝛿𝜃 だけ回転させる場合について考える. この場合は 𝜋/2
rad, 𝜋 rad回転させる場合とは異なり,基底を単純に置き換えることによって議論する
ことが困難である. そこでテンソルの定義に立ち戻って,テンソルの変換法則を導く.
4階のテンソル 𝑎𝑖 𝑗 𝑘𝑙 について, 回転変換した後のテンソルを 𝑎′𝑝𝑞𝑟𝑠 とする. このとき
テンソルの定義より, 𝑎𝑖 𝑗 𝑘𝑙 と 𝑎′𝑝𝑞𝑟𝑠 の間には以下の関係式が成り立つ.

𝑎′𝑝𝑞𝑟𝑠 (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) = 𝑎𝑖 𝑗 𝑘𝑙 (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝛽𝑝𝑖𝛽𝑞 𝑗 𝛽𝑟𝑘 𝛽𝑠𝑙 . (3.48)

但し 𝑥′, 𝑦′, 𝑧′は回転後の座標であり, 𝛽𝑝𝑖 は回転行列の成分である. 𝑧軸の周りに角度
𝛿𝜃 だけ回転させる場合,

©­«
𝛽11 𝛽12 𝛽13
𝛽21 𝛽22 𝛽23
𝛽31 𝛽32 𝛽33

ª®¬ =
©­«

cos(𝛿𝜃) sin(𝛿𝜃) 0
− sin(𝛿𝜃) cos(𝛿𝜃) 0

0 0 1

ª®¬ (3.49)

となる. (3.49)において, sin(𝛿𝜃), cos(𝛿𝜃) を 𝛿𝜃 = 0の周りで展開し, |𝛿𝜃 | � 1である
として 𝛿𝜃 の 2次以上の項を無視すると,

©­«
𝛽11 𝛽12 𝛽13
𝛽21 𝛽22 𝛽23
𝛽31 𝛽32 𝛽33

ª®¬ ' ©­«
1 𝛿𝜃 0

−𝛿𝜃 1 0
0 0 1

ª®¬ (3.50)

となる. (3.50)はクロネッカーのデルタ記号及びエディントンのイプシロン記号を用
いて

𝛽𝑖 𝑗 = 𝛿𝑖 𝑗 + 𝛿𝜃𝜀3𝑖 𝑗 (3.51)

と表される. (3.51)を (3.48)に代入すると,

𝑎′𝑝𝑞𝑟𝑠 ' 𝑎𝑖 𝑗 𝑘𝑙 (𝛿𝑝𝑖 + 𝛿𝜃𝜀3𝑝𝑖) (𝛿𝑞 𝑗 + 𝛿𝜃𝜀3𝑞 𝑗 ) (𝛿𝑟𝑘 + 𝛿𝜃𝜀3𝑟𝑘 )(𝛿𝑠𝑙 + 𝛿𝜃𝜀3𝑠𝑙) (3.52)
= 𝑎𝑖 𝑗 𝑘𝑙𝛿𝑝𝑖𝛿𝑞 𝑗𝛿𝑟𝑘𝛿𝑠𝑙
+ (𝑎𝑖 𝑗 𝑘𝑙𝛿𝑝𝑖𝛿𝑞 𝑗𝛿𝑟𝑘𝜀3𝑠𝑙 + 𝑎𝑖 𝑗 𝑘𝑙𝛿𝑝𝑖𝛿𝑞 𝑗𝛿𝑠𝑙𝜀3𝑟𝑘 + 𝑎𝑖 𝑗 𝑘𝑙𝛿𝑝𝑖𝛿𝑟𝑘𝛿𝑠𝑙𝜀3𝑞 𝑗

+ 𝑎𝑖 𝑗 𝑘𝑙𝛿𝑞 𝑗𝛿𝑟𝑘𝛿𝑠𝑙𝜀3𝑝𝑖)𝛿𝜃 +𝑂
(
(𝛿𝜃)2

)
(3.53)

' 𝑎𝑝𝑞𝑟𝑠 + (𝑎𝑝𝑞𝑟𝑙𝜀3𝑠𝑙 + 𝑎𝑝𝑞𝑘𝑠𝜀3𝑟𝑘 + 𝑎𝑝 𝑗𝑟𝑠𝜀3𝑞 𝑗 + 𝑎𝑖𝑞𝑟𝑠𝜀3𝑝𝑖)𝛿𝜃 (3.54)

となる. 𝑎𝑝𝑞𝑟𝑠 が等方性テンソルである為には, 𝛿𝜃 に依らず 𝑎′𝑝𝑞𝑟𝑠 = 𝑎𝑝𝑞𝑟𝑠 でなければ

ならない. 従って (3.54)より

𝑎𝑝𝑞𝑟𝑙𝜀3𝑠𝑙 + 𝑎𝑝𝑞𝑘𝑠𝜀3𝑟𝑘 + 𝑎𝑝 𝑗𝑟𝑠𝜀3𝑞 𝑗 + 𝑎𝑖𝑞𝑟𝑠𝜀3𝑝𝑖 = 0 (3.55)

となる. (3.55)において 𝑝 = 𝑞 = 𝑟 = 1, 𝑠 = 2と置くと,

𝑎111𝑙𝜀32𝑙 + 𝑎11𝑘2𝜀31𝑘 + 𝑎1 𝑗12𝜀31 𝑗 + 𝑎𝑖112𝜀31𝑖

= − 𝑎1111 + 𝑎1122 + 𝑎1212 + 𝑎2112 (3.56)
= − 𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑎𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑎𝑥𝑦𝑥𝑦 + 𝑎𝑦𝑥𝑥𝑦 (3.57)
=0 (3.58)
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となる. (3.44) – (3.47)及び (3.58)より

𝑎𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑎𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑎𝑧𝑧𝑧𝑧 = 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 (3.59)

となる. (3.45) – (3.47), (3.59)より,

𝑎𝑖 𝑗 𝑘𝑙 = 𝐴𝛿𝑖 𝑗𝛿𝑘𝑙 + 𝐵𝛿𝑖𝑘𝛿 𝑗 𝑙 + 𝐶𝛿𝑖𝑙𝛿 𝑗 𝑘 (3.60)

となる. (3.60) に関して, 任意の軸の周りの任意の回転に対して不変であることが示
される.

以上で 4階までの等方テンソルの一般形が得られた.

3.2 ニュートン流体の運動方程式

3.2.1 Navier-Stokes方程式

流体の運動方程式

𝜌

(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑡

+ 𝑣𝑘
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

)
=
𝜕𝜎𝑖𝑘
𝜕𝑥𝑘

− 𝜌 𝜕Φ
𝜕𝑥𝑖

(3.61)

にニュートン流体の応力テンソルの表現

𝜎𝑖 𝑗 = −𝑝𝛿𝑖 𝑗 + 𝜂
(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥 𝑗

+
𝜕𝑣 𝑗

𝜕𝑥𝑖
− 2

3
𝛿𝑖 𝑗
𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑙

)
+ 𝜁𝛿𝑖 𝑗 · div𝒗 (3.62)

を代入することにより, Newton流体の一般的な運動方程式が得られる.

𝜌

(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑡

+ 𝑣𝑘
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

)
= − 𝜕 𝑝

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝜁 · div𝒗)

+ 𝜕

𝜕𝑥𝑘

{
𝜂

(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

+ 𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑖

− 2
3
𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑙

𝛿𝑖𝑘

)}
− 𝜌 𝜕Φ

𝜕𝑥𝑖
. (3.63)

これを Navier-Stokes方程式という.
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参考:円筒座標・球座標における表現

円筒座標系における応力テンソルの 𝑟, 𝜙, 𝑧成分は以下の通りである.

𝜎𝑟𝑟 = −𝑝 + 2𝜂
𝜕𝑣𝑟
𝜕𝑟

, (3.64)

𝜎𝜙𝜙 = −𝑝 + 2𝜂
(
1
𝑟

𝜕𝑣𝜙

𝜕𝜙
+ 𝑣𝑟
𝑟

)
, (3.65)

𝜎𝑧𝑧 = −𝑝 + 2𝜂
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑧

, (3.66)

𝜎𝑟𝜙 = 𝜂

(
1
𝑟

𝜕𝑣𝑟
𝜕𝜙

+
𝜕𝑣𝜙

𝜕𝑟
−
𝑣𝜙

𝑟

)
, (3.67)

𝜎𝜙𝑧 = 𝜂

(
𝜕𝑣𝜙

𝜕𝑧
+ 1
𝑟

𝜕𝑣𝑧
𝜕𝜙

)
, (3.68)

𝜎𝑧𝑟 = 𝜂

(
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑟

+ 𝜕𝑣𝑟
𝜕𝑧

)
. (3.69)

Navior-Stokes方程式の 3成分と連続の式は

𝜕𝑣𝑟
𝜕𝑡

+ 𝑣𝑟
𝜕𝑣𝑟
𝜕𝑟

+
𝑣𝜙

𝑟

𝜕𝑣𝑟
𝜕𝜙

+ 𝑣𝑧
𝜕𝑣𝑟
𝜕𝑧

−
𝑣2
𝜙

𝑟

= −1
𝜌

𝜕 𝑝

𝜕𝑟
+ 𝜈

(
𝜕2𝑣𝑟

𝜕𝑟2 + 1
𝑟2
𝜕2𝑣𝑟
𝜕𝜙2 + 𝜕

2𝑣𝑟
𝜕𝑧2

+ 1
𝑟

𝜕𝑣𝑟
𝜕𝑟

− 2
𝑟2
𝜕𝑣𝜙

𝜕𝜙
− 𝑣𝑟
𝑟2

)
, (3.70)

𝜕𝑣𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑟

𝜕𝑣𝜙

𝜕𝑟
+
𝑣𝜙

𝑟

𝜕𝑣𝜙

𝜕𝜙
+ 𝑣𝑧

𝜕𝑣𝜙

𝜕𝑧
+
𝑣𝑟𝑣𝜙

𝑟

= − 1
𝜌𝑟

𝜕 𝑝

𝜕𝜙
+ 𝜈

(
𝜕2𝑣𝜙

𝜕𝑟2 + 1
𝑟2
𝜕2𝑣𝜙

𝜕𝜙2 +
𝜕2𝑣𝜙

𝜕𝑧2
+ 1
𝑟

𝜕𝑣𝜙

𝜕𝑟
+ 2
𝑟2
𝜕𝑣𝑟
𝜕𝜙

−
𝑣𝜙

𝑟2

)
, (3.71)

𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑡

+ 𝑣𝑟
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑟

+
𝑣𝜙

𝑟

𝜕𝑣𝑧
𝜕𝜙

+ 𝑣𝑧
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑧

= −1
𝜌

𝜕 𝑝

𝜕𝑧
+ 𝜈

(
𝜕2𝑣𝑧

𝜕𝑟2 + 1
𝑟2
𝜕2𝑣𝑧

𝜕𝜙2 + 𝜕
2𝑣𝑧
𝜕𝑧2

+ 1
𝑟

𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑟

)
, (3.72)

𝜕𝑣𝑟
𝜕𝑟

+ 1
𝑟

𝜕𝑣𝜙

𝜕𝜙
+ 𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑧

+ 𝑣𝑟
𝑟

= 0 (3.73)
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球座標系における応力テンソルの 𝑟, 𝜙, 𝜃 成分は以下の通りである.

𝜎𝑟𝑟 = −𝑝 + 2𝜂
𝜕𝑣𝑟
𝜕𝑟

, (3.74)

𝜎𝜙𝜙 = −𝑝 + 2𝜂
(

1
𝑟 sin 𝜃

𝜕𝑣𝜙

𝜕𝜙
+ 𝑣𝑟
𝑟
+ 𝑣𝜃 cot 𝜃

𝑟

)
, (3.75)

𝜎𝜃𝜃 = −𝑝 + 2𝜂
(
1
𝑟

𝜕𝑣𝜃
𝜕𝜃

+ 𝑣𝑟
𝑟

)
, (3.76)

𝜎𝑟𝜃 = 𝜂

(
1
𝑟

𝜕𝑣𝑟
𝜕𝜃

+ 𝜕𝑣𝜃
𝜕𝑟

− 𝑣𝜃
𝑟

)
, (3.77)

𝜎𝜃𝜙 = 𝜂

(
1

𝑟 sin 𝜃
𝜕𝑣𝜃
𝜕𝜙

+ 1
𝑟

𝜕𝑣𝜙

𝜕𝜃
−
𝑣𝜙 cot 𝜃
𝑟

)
, (3.78)

𝜎𝜙𝑟 = 𝜂

(
𝜕𝑣𝜙

𝜕𝑟
+ 1
𝑟 sin 𝜃

𝜕𝑣𝑟
𝜕𝜙

−
𝑣𝜙

𝑟

)
. (3.79)

Navior-Stokes方程式の 3成分と連続の式は

𝜕𝑣𝑟
𝜕𝑡

+ 𝑣𝑟
𝜕𝑣𝑟
𝜕𝑟

+ 𝑣𝜃
𝑟

𝜕𝑣𝑟
𝜕𝜃

+
𝑣𝜙

𝑟 sin 𝜃
𝜕𝑣𝑟
𝜕𝜙

−
𝑣2
𝜃 + 𝑣2

𝜙

𝑟

= −1
𝜌

𝜕 𝑝

𝜕𝑟
+ 𝜈

[
1
𝑟

𝜕2(𝑟𝑣𝑟)
𝜕𝑟2 + 1

𝑟2
𝜕2𝑣𝑟
𝜕𝜃2 + 1

𝑟2 sin2 𝜃

𝜕2𝑣𝑟
𝜕𝜙2 + cot 𝜃

𝑟2
𝜕𝑣𝑟
𝜕𝜃

− 2
𝑟2
𝜕𝑣𝜃
𝜕𝜃

− 2
𝑟2 sin2 𝜃

𝜕𝑣𝜙

𝜕𝜙
− 2𝑣𝑟
𝑟2 − 2 cot 𝜃

𝑟2 𝑣𝜃

]
, (3.80)

𝜕𝑣𝜃
𝜕𝑡

+ 𝑣𝑟
𝜕𝑣𝜃
𝜕𝑟

+ 𝑣𝜃
𝑟

𝜕𝑣𝜃
𝜕𝜃

+
𝑣𝜙

𝑟 sin 𝜃
𝜕𝑣𝜃
𝜕𝜙

+ 𝑣𝑟𝑣𝜃
𝑟

−
𝑣2
𝜙 cot 𝜃
𝑟

= − 1
𝜌𝑟

𝜕 𝑝

𝜕𝜃
+ 𝜈

[
1
𝑟

𝜕2(𝑟𝑣𝜃)
𝜕𝑟2 + 1

𝑟2
𝜕2𝑣𝜃
𝜕𝜃2 + 1

𝑟2 sin2 𝜃

𝜕2𝑣𝜃

𝜕𝜙2 + cot 𝜃
𝑟2

𝜕𝑣𝜃
𝜕𝜙

− 2 cos 𝜃
𝑟2 sin2 𝜃

𝜕𝑣𝜙

𝜕𝜙
+ 2
𝑟2
𝜕𝑣𝑟
𝜕𝜃

− 𝑣𝜃

𝑟2 sin2 𝜃

]
, (3.81)

𝜕𝑣𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑟

𝜕𝑣𝜙

𝜕𝑟
+ 𝑣𝜃
𝑟

𝜕𝑣𝜙

𝜕𝜃
+

𝑣𝜙

𝑟 sin 𝜃
𝜕𝑣𝜙

𝜕𝜙
+
𝑣𝑟𝑣𝜙

𝑟
+
𝑣𝜃𝑣𝜙 cot 𝜃

𝑟

= − 1
𝜌𝑟 sin 𝜃

𝜕 𝑝

𝜕𝜙
+ 𝜈

[
1
𝑟

𝜕2(𝑟𝑣𝜙)
𝜕𝑟2 + 1

𝑟2
𝜕2𝑣𝜙

𝜕𝜃2 + 1
𝑟2 sin2 𝜃

𝜕2𝑣𝜙

𝜕𝜙2 − cot 𝜃
𝑟2

𝜕𝑣𝜙

𝜕𝜃

+ 2
𝑟2 sin 𝜃

𝜕𝑣𝑟
𝜕𝜙

+ 2 cos 𝜃
𝑟2 sin2 𝜃

𝜕𝑣𝜃
𝜕𝜙

−
𝑣𝜙

𝑟2 sin2 𝜃

]
, (3.82)

𝜕𝑣𝑟
𝜕𝑟

+ 1
𝑟

𝜕𝑣𝜃
𝜕𝜃

+ 1
𝑟 sin 𝜃

𝜕𝑣𝜙

𝜕𝜙
+ 2𝑣𝑟
𝑟

+ 𝑣𝜃 cot 𝜃
𝑟

= 0 (3.83)

3.2.2 非圧縮の場合の Navier-Stokes方程式

次の仮定が成り立つ場合を考える.
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• 非圧縮流体である,すなわち
𝑑𝜌

𝑑𝑡
= 0とみなせる. このとき, div𝒗 =

𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑙

= 0である.

• 粘性率 𝜂が流体中で大きく変化しない.

Navier-Stokes方程式は次のようになる.

𝜌

(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑡

+ 𝑣𝑘
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

)
= − 𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜂𝜕

2𝑣𝑖

𝜕𝑥2
𝑘

− 𝜌 𝜕Φ
𝜕𝑥𝑖

. (3.84)

これが非圧縮での Navier-Stokes方程式である.
ベクトル形式で書けば

𝜌

(
𝜕𝒗

𝜕𝑡
+ 𝒗 · grad𝒗

)
= −grad𝑝 + 𝜂∇2𝒗 − 𝜌 · gradΦ. (3.85)

あるいは 𝜌で割って

𝜕𝒗

𝜕𝑡
+ 𝒗 · grad𝒗 = −1

𝜌
grad𝑝 + 𝜈∇2𝒗 − gradΦ. (3.86)

𝜈 ≡ 𝜂

𝜌
は動粘性係数（率）と呼ばれる.

3.3 ニュートン流体のエネルギー保存則

ニュートン流体の熱力学の式の表式を与える. 力学的エネルギーの式 (2.46)と内部エネル
ギーの式 (2.47)を思い出そう.

𝜕

𝜕𝑡

{
𝜌

[
1
2
𝑣2
𝑖 +Φ

]}
+ 𝜕

𝜕𝑥𝑘

{
𝜌𝑣𝑘

[
1
2
𝑣2
𝑖 +Φ

]
+ 𝑝𝑣𝑘 − 𝑣𝑖𝜎′

𝑖𝑘

}
= 𝑝div𝒗 − 𝜎′

𝑖𝑘

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

+ 𝜌 𝜕Φ
𝜕𝑡
, (3.87)

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝜀) + div(𝜌𝜀𝒗) = −𝑝div𝒗 + 𝜎′

𝑖𝑘

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

− div𝒒 +𝑄 (3.88)

この 𝜎′
𝑖𝑘

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘
の表式を求めておく. これは粘性散逸項である.

3.3.1 粘性散逸項

等方的なニュートン流体の 𝜎𝑖𝑘 の表式を用いると

𝜎′
𝑖𝑘

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

= 𝜂
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

+ 𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑖

− 2
3
𝛿𝑖𝑘
𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑙

)
+ 𝜁𝛿𝑖𝑘

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑙

. (3.89)
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右辺第 1項は

𝜂
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘︸︷︷︸

(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

+ 𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑖

− 2
3
𝛿𝑖𝑘
𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑙

)
=𝜂

1
2

(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

+ 𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑖

)
︸              ︷︷              ︸

(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

+ 𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑖

− 2
3
𝛿𝑖𝑘
𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑙

)
(3.90)

=
1
2
𝜂

(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

+ 𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑖

− 2
3
𝛿𝑖𝑘
𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑙

)2
+ 1

2
𝜂 · 2

3
𝛿𝑖𝑘
𝜕𝑣𝑚
𝜕𝑥𝑚

·
(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

+ 𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑖

− 2
3
𝛿𝑖𝑘
𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑙

)
︸                          ︷︷                          ︸
前にある𝛿𝑖𝑘をかけると消える

(3.91)

=
1
2
𝜂

(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

+ 𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑖

− 2
3
𝛿𝑖𝑘
𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑙

)2
(3.92)

となる4右辺第 2項は

𝜁𝛿𝑖𝑘
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑙

= 𝜁
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑙

= 𝜁 (div𝒗)2. (3.96)

よって

𝜎′
𝑖𝑘

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

=
1
2
𝜂

(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

+ 𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑖

− 2
3
𝛿𝑖𝑘
𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑙

)2
+ 𝜁 (div𝒗)2. (3.97)

𝜂 > 0, 𝜁 > 0ならともに正定値. 運動エネルギーの散逸を表現している.

4下から 2つめの式の第 2項は以下のようにして消える.

1
2
𝜂 · 2

3
𝛿𝑖𝑘

𝜕𝑣𝑚
𝜕𝑥𝑚

·
(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

+ 𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑖

− 2
3
𝛿𝑖𝑘

𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑙

)
=

1
2
𝜂 · 2

3
𝜕𝑣𝑚
𝜕𝑥𝑚

·
(
𝛿𝑖𝑘

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

+ 𝛿𝑖𝑘
𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑖

− 2
3
𝛿𝑖𝑘𝛿𝑖𝑘

𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑙

)
(3.93)

=
1
2
𝜂 · 2

3
𝜕𝑣𝑚
𝜕𝑥𝑚

·
(
𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑘

+ 𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑘

− 2
3

3
𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑙

)
(3.94)

=0 (3.95)
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3.3.2 熱力学の式

等方的なNewton流体についての内部エネルギー ·エンタルピー ·エントロピーの式は次の
ようになる.

𝜕 (𝜌𝜀)
𝜕𝑡

+ div(𝜌𝜀𝒗) = 1
2
𝜂

(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

+ 𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑖

− 2
3
𝛿𝑖𝑘
𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑙

)2
+ 𝜁 (div𝒗)2 − 𝑝div𝒗

− div𝒒 +𝑄, (3.98)

𝜕 (𝜌ℎ)
𝜕𝑡

+ div(𝜌ℎ𝒗) = 1
2
𝜂

(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

+ 𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑖

− 2
3
𝛿𝑖𝑘
𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑙

)2
+ 𝜁 (div𝒗)2 − div𝒒

+ 𝑑𝑝
𝑑𝑡

+𝑄, (3.99)

𝜌𝑇

(
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝒗 · grad

)
𝑠 =

1
2
𝜂

(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

+ 𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑖

− 2
3
𝛿𝑖𝑘
𝜕𝑣𝑙
𝜕𝑥𝑙

)2
+ 𝜁 (div𝒗)2

− div𝒒 +𝑄. (3.100)

特に,非圧縮流体のとき,熱力学の式は次のようになる.

𝜕

𝜕
(𝜌𝜀) + div(𝜌𝜀𝒗) = 1

2
𝜂

(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

+ 𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑖

)2
− div𝒒 +𝑄, (3.101)

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌ℎ) + div(𝜌ℎ𝒗) = 1

2
𝜂

(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

+ 𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑖

)2
− div𝒒 + 𝑑 𝑝

𝑑𝑡
+𝑄, (3.102)

𝜌𝑇

(
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝒗 · grad

)
𝑠 =

1
2
𝜂

(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑘

+ 𝜕𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑖

)2
− div𝒒 +𝑄. (3.103)

この場合のエントロピーの式は,流体素片が持つ熱エネルギーの変化が粘性散逸による発熱
と熱フラックスの収束発散によって決まることを表している.
また粘性 ·熱流の効果を無視できる場合 (𝜂 = 0, 𝜁 = 0, 𝒒 = 0, 𝑄 = 0),は次のようになる (圧
縮性があっても良い).

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝜀) + div(𝜌𝜀𝒗) = −𝑝 · div𝒗, (3.104)

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌ℎ) + div(𝜌ℎ𝒗) = 𝑑𝑝

𝑑𝑡
, (3.105)(

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝒗 · grad

)
𝑠 = 0. (3.106)

この場合,

𝑑𝑠

𝑑𝑡
= 0 (3.107)

となる. この式からエントロピーは Lagrange不変量であることがわかる.
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