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要旨

3 次元, 圧縮性の地形を考慮した積雲モデルの数値計算法.
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1 数値計算法

1.1 数値計算の概要

本雲モデルで用いる数値解法の概要を以下にまとめる. 数値解法は CReSSに従う.

数理モデル1は

• 従属変数: 速度 u, v, w, 温位偏差 θ′, 気圧偏差 p′, 水蒸気混合比 qv, 雲水混合
比 qc, 雨水混合比 qr

• 基本方程式: 圧縮系

– 運動方程式の式

– 圧力方程式

– 熱力学方程式

– 水蒸気混合比の式

– 雲水混合比の式

– 雨水混合比の式

• 地形に沿った曲線座標

• スタッガード格子

– 水平方向: Arakawa C グリッド

– 鉛直方向: Lorenz グリッド

• 運動方程式と圧力方程式の計算:

音波に関する項は短い時間間隔 ∆τ で解き, その他の項は長い時間間隔 ∆t

で解く

– 短い時間間隔で解く時間積分

∗ 水平方向の運動方程式: 陽解法, 前進差分2, 1 次精度

∗ 鉛直方向の運動方程式: 陰解法, Crank-Nicolson スキーム (圧力項
のみ), 前進差分 (圧力項以外), 1 次精度

1この節は後で書き直し.今はよくわらんないので.
2移流項が不安定を起こさないか. これでいいのか.
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∗ 圧力方程式: 陰解法, Crank-Nicolson スキーム (圧力項のみ), 前進
差分 (圧力項以外), 1 次精度

∗ 長い時間間隔で解く時間積分は一定
– 長い時間間隔で解く時間積分

∗ leap frog スキーム

∗ Asselin の時間フィルター

– 空間微分

∗ 中心差分, 2 次精度

– 2 次の中心差分で表される移流項の計算不安定を解消するために, 移流
項に人工的な粘性項を追加

• 熱力学方程式, 水蒸気と雲水と雨水の混合比の式の計算:

長い時間間隔 ∆t で解く

– 長い時間間隔で解く時間積分:

∗ leap-frog スキーム

∗ Asselin の時間フィルター

– 空間微分

∗ 中心差分, 2 次精度

– 2 次の中心差分で表される移流項の計算不安定を解消するために, 移流
項に人工的な粘性項を追加
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1.2 モデル格子と変数の配置

本雲モデルでは空間の表現を格子点法を用いているので, 空間微分は差分法を用い
て表現される. ここでは本モデルで用いるモデル格子の構造と変数の配置につい
てまとめる.

図 1に示したように, 水平・鉛直方向の変数をずらして互い違いに配置する. 配置
方法は, 水平方向が Arakawa C グリッド, 鉛直方向には Lorenz グリッドを用いて
いる.

u u

w

w

v

v

 G1/2

φ

 G13
 G13

 G13

 G13

 G23

 G23

 G23

 G23

(i,j,k)

(i,j,k)

(i,j,k)(i,j,k)

(i,j,k)

(i,j,k)

図 1: ある格子における変数の配置図.

すべてのスカラー量 (φ : 気圧偏差, 温位偏差, 水蒸気混合比, 雲水混合比, 雨水混
合比) を格子ボックスの中心に配置する. ベクトル量 (速度 u, v, w) を中心から次
のように半格子ずらして配置する. 水平成分 u, v は鉛直方向をスカラー量と同じ
レベルにして, u を x 方向に半格子ずらし, v を y 方向に半格子ずらす. 鉛直成分
w は, 水平方向をスカラー量と同じレベルにして, z方向に半格子ずらす.

さらに, 本モデルでは地形に沿う座標系を用いているので, 座標変換に伴うヤコビ
アン G1/2 と座標変換の計量テンソルの逆テンソルの成分のうち 0 または 1 でな
いもの, つまり, G13, G23 についても考えなければならない. G1/2 は格子ボックス
の中心に配置する. G13 は中心から x 方向に半格子ずれた u の定義点からさらに
z 方向に半格子ずらす. G23 は中心から y 方向に半格子ずれた v の定義点からさ
らに z 方向に半格子ずらす.
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座標 x, y, z∗ についても半格子ずらして配置し, ベクトル量の位置に対応している
(図 1).

物理領域 (方程式を計算する領域)は外縁の 1 格子分を除いた領域である. 外縁の
1 格子は境界条件のための領域とする.
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図 2: 全計算領域における変数の配置図. 黒丸は半格子ずらしたベクトル量, ×印
はスカラー量の位置を表す.
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1.3 時間積分

音波に関係する項 (u, v, w, π) を短い時間間隔∆τ で解き, その他の項を長い時間
間隔∆t で解く. これをモード別時間分解法またはモード分離時間法という (図 3).

ただし ∆t を n 分割したものを ∆τ とする:

∆t = n∆τ. (1)

τ+n ∆τ

τ τ τ τu,v,w, π

τ+∆τ τ+∆τ τ+∆ττ+∆τu,   v   ,w   ,π
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t

θ,t ,qc
t ,qt

r q ,qcv ,qrθ  ,q ,qcv ,qrθ  ,
t ∆ t ∆ t ∆t- t- t-
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( �
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( �
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( �
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図 3: モード別時間分解法の概念図.
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1.4 平均化・微分オペレータの定義

基礎方程式系を, スタッガード格子系について有限差分法を用いて離散化し, 数値
積分する. スタッガード格子を用いているのである格子点の値を求めるために平均
化の操作が必要である. この平均化のためのオペレータを以下のように定義する.

任意の物理量 φ を空間の x 方向 (または y, z∗方向) に平均する. 2 次精度の中心
差分に現れる 2 点の平均は

φ
x

i,j,k ≡
1

2

(
φi− 1

2
,j,k + φi+ 1

2
,j,k

)
(2)

とする. ただし下付添字 i, j, k は側面からそれぞれ x, y, z 方向に i, j, k 番目の格
子点であることを表す.

平均化の添字が 2 つある場合, 例えば x, z∗ 方向の平均化は

φ
xz∗

i,j,k ≡
1

4

(
φi− 1

2
,j,k− 1

2
+ φi+ 1

2
,j,k− 1

2
+ φi− 1

2
,j,k+ 1

2
+ φi+ 1

2
,j,k+ 1

2

)
. (3)

微分オペレータを定義する. ある方向 xの格子間隔を ∆x とする.

(∂xφ)i,j,k =
1

∆x

(
φi+∆x

2
,j,k − φi−∆x

2
,j,k

)
(4)

平均化オペレータと同様に, 下付添字 i は側面から i 番目の格子点であることを
表す.

2 次の微分オペレータは以下のように定義する:

(
∂2

xφ
)

i,j,k
=

1

∆x

(
φi+∆x,j,k − φi,j,k

∆x
− φi,j,k − φi−∆x,j,k

∆x

)

=
1

∆x2
(φi+∆x,j,k − 2φi,j,k + φi−∆x,j,k) . (5)

密度 ρ̄ と座標変換のヤコビアン G1/2 は同じスカラー点で定義されている. 直交直
線座標での鉛直速度 w と地形に沿う座標系における鉛直速度 ω を同じ点で定義
する:

ω = uz∗G13
x

+ vz∗G23
y
+

w

G1/2
z∗ . (6)
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1.5 離散化前の基礎方程式

数理モデルで導出した基礎方程式をそのまま離散化して数値計算を行うと, 計算不
安定などを起こす. そこで人工的な項を追加することによってこうした不具合を修
正する.

タイム・スプリット法, HE-VI 法を用いると, 不安定な音波モードが非線形計算に
よって励起され成長することがある (Skamarock and Klemp, 1992). そのため, 人
工的な音波減衰項 αDivを追加して発散を抑える:

Div =
∂u

∂x
+

∂v

∂y
+ G13 ∂u

∂z∗
+ G23 ∂v

∂z∗
+

1

G1/2

∂w

∂z∗
(7)

また, 移流項を中心差分で離散化すると計算不安定を起こすため, 移流項に人工的
な粘性項を付加する. 2 次の数値粘性は

Diff.φ = ν2h

[
∂2φ

∂x2
+

∂2φ

∂y2

]
+ ν2v

∂2φ

∂z∗2
, (8)

ν2h =
α2h∆

2
h

∆t
, (9)

ν2v =
α2v∆

2
v

∆t
, (10)

∆h = (∆x∆y)1/2 , (11)

∆v = ∆z∗ (12)

とする. φ は任意の物理量であり, φ は u, v, w, qv, qc, qr については初期値からの偏
差, θ は基準状態からの偏差を表す. α2h, α2v は無次元量で安定計算のためには

α2h ≤ 1

8
, (13)

α2v ≤ 1

8
(14)

でなければならない3.

これらの人工的に追加した項については後で詳述する. 以下にこれら人工的な項
を追加した基礎方程式を記述する.

運動方程式

∂u

∂t
= −cpθ̄v

{
∂ (π − αDiv)

∂x
+ G13∂ (π − αDiv)

∂z∗

}

3具体的な値は不明.
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−Adv.u + Cori.u + Du, (15)

∂v

∂t
= −cpθ̄v

{
∂ (π − αDiv)

∂y
+ G23∂ (π − αDiv)

∂z∗

}

−Adv.v − Cori.v + Dv, (16)

∂w

∂t
= − cpθ̄v

G1/2

∂ (π − αDiv)

∂z∗
− Adv.w + Buoy.w + Dw. (17)

圧力方程式 :

∂π

∂t
+

c̄2

cpρ̄θ̄2
v

1

G1/2

∂

∂z∗
(
ρ̄θ̄vw

)
= − c̄2

cpθ̄v

(
∂u

∂x
+

∂v

∂y
+ G13 ∂u

∂z∗
+ G23 ∂v

∂z∗

)
.(18)

熱力学方程式 :

∂θ

∂t
= −Adv.θ + Mθ + Dθ. (19)

水蒸気の混合比の方程式 :

∂qv

∂t
= −Adv.qv + Mqv + Dqv . (20)

雲水の混合比の方程式 :

∂qc

∂t
= −Adv.qv + Mqc + Dqc . (21)

雨水の混合比の方程式 :

∂qr

∂t
= −Adv.qv + Mqr + Dqr . (22)

ただし

Adv.φ = u
∂φ

∂x
+ v

∂φ

∂y
+ ω

∂φ

∂z∗
+ Diff.φ, (23)

Cori.u = fv, (24)

Cori.v = fu, (25)

Buoy.w = g

[
θ

θ̄
− 1 + 0.61 (qv − q̄v)− qc − qr

]
(26)

である.
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拡散項:

Du = 2
∂

∂x

(
Km

∂u

∂x
+ KmG13 ∂u

∂z∗

)
+ 2G13 ∂

∂z∗

(
Km

∂u

∂x
+ KmG13 ∂u

∂z∗

)

+
∂

∂y

(
Km

∂u

∂y
+ Km

∂v

∂x
+ KmG23 ∂u

∂z∗
+ KmG13 ∂v

∂z∗

)

+G23 ∂

∂z∗

(
Km

∂u

∂y
+ Km

∂v

∂x
+ KmG23 ∂u

∂z∗
+ KmG13 ∂v

∂z∗

)

+
1

G1/2

∂

∂z∗

(
Km

∂w

∂x
+

Km

G1/2

∂u

∂z∗
+ KmG13 ∂w

∂z∗

)

− 2

3C2
ml2

(
∂K2

m

∂x
+ G13∂K2

m

∂z∗
+

∂K2
m

∂y
+ G23∂K2

m

∂z∗
+

1

G1/2

∂K2
m

∂z∗

)
, (27)

Dv =
∂

∂x

(
Km

∂v

∂x
+ Km

∂u

∂y
+ KmG23 ∂u

∂z∗
+ KmG13 ∂v

∂z∗

)

+G13 ∂

∂z∗

(
Km

∂v

∂x
+ Km

∂u

∂y
+ KmG23 ∂u

∂z∗
+ KmG13 ∂v

∂z∗

)

+2
∂

∂y

(
Km

∂v

∂y
+ KmG23 ∂v

∂z∗

)

+2G23 ∂

∂z∗

(
Km

∂v

∂y
+ KmG23 ∂v

∂z∗

)

+
1

G1/2

∂

∂z∗

(
Km

∂w

∂y
+

Km

G1/2

∂v

∂z∗
+ KmG23 ∂w

∂z∗

)

− 2

3C2
ml2

(
∂K2

m

∂x
+ G13∂K2

m

∂z∗
+

∂K2
m

∂y
+ G23∂K2

m

∂z∗
+

1

G1/2

∂K2
m

∂z∗

)
, (28)

Dw =
∂

∂x

(
Km

∂w

∂x
+

Km

G1/2

∂u

∂z∗
+ KmG13 ∂w

∂z∗

)

+ G13 ∂

∂z∗

(
Km

∂w

∂x
+

Km

G1/2

∂u

∂z∗
+ KmG13 ∂w

∂z∗

)

+
∂

∂y

(
Km

∂w

∂y
+

Km

G1/2

∂v

∂z∗
+ KmG23 ∂w

∂z∗

)

+G23 ∂

∂z∗

(
Km

∂w

∂y
+

Km

G1/2

∂v

∂z∗
+ KmG23 ∂w

∂z∗

)

+
2

G1/2

∂

∂z∗

(
Km

G1/2

∂w

∂z∗

)

− 2

3C2
ml2

(
∂K2

m

∂x
+ G13∂K2

m

∂z∗
+

∂K2
m

∂y
+ G23∂K2

m

∂z∗
+

1

G1/2

∂K2
m

∂z∗

)
(29)
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Dθ = 3
∂

∂x

(
Km

∂θ

∂x
+ KmG13 ∂θ

∂z∗

)
+ 3

∂

∂y

(
Km

∂θ

∂y
+ KmG23 ∂θ

∂z∗

)

+3G13 ∂

∂z∗

(
Km

∂θ

∂x
+ KmG13 ∂θ

∂z∗

)

+3G23 ∂

∂z∗

(
Km

∂θ

∂y
+ KmG23 ∂θ

∂z∗

)

+
3

G1/2

∂

∂z∗

(
Km

G1/2

∂θ

∂z∗

)
, (30)

Dqv = 3
∂

∂x

(
Km

∂qv

∂x
+ KmG13 ∂qv

∂z∗

)
+ 3

∂

∂y

(
Km

∂qv

∂y
+ KmG23 ∂qv

∂z∗

)

+3G13 ∂

∂z∗

(
Km

∂qv

∂x
+ KmG13 ∂qv

∂z∗

)

+3G23 ∂

∂z∗

(
Km

∂qv

∂y
+ KmG23 ∂qv

∂z∗

)

+
3

G1/2

∂

∂z∗

(
Km

G1/2

∂qv

∂z∗

)
, (31)

Dqc = 3
∂

∂x

(
Km

∂qc

∂x
+ KmG13 ∂qc

∂z∗

)
+ 3

∂

∂y

(
Km

∂qc

∂y
+ KmG23 ∂qc

∂z∗

)

+3G13 ∂

∂z∗

(
Km

∂qc

∂x
+ KmG13 ∂qc

∂z∗

)

+3G23 ∂

∂z∗

(
Km

∂qc

∂y
+ KmG23 ∂qc

∂z∗

)

+
3

G1/2

∂

∂z∗

(
Km

G1/2

∂qc

∂z∗

)
, (32)

Dqr = 3
∂

∂x

(
Km

∂qr

∂x
+ KmG13 ∂qr

∂z∗

)
+ 3

∂

∂y

(
Km

∂qr

∂y
+ KmG23 ∂qr

∂z∗

)

+3G13 ∂

∂z∗

(
Km

∂qr

∂x
+ KmG13 ∂qr

∂z∗

)

+3G23 ∂

∂z∗

(
Km

∂qr

∂y
+ KmG23 ∂qr

∂z∗

)

+
3

G1/2

∂

∂z∗

(
Km

G1/2

∂qr

∂z∗

)
. (33)

ただし

Kh = 3Km, (34)

Km = CmE1/2l (35)

を用いて書き換えている.
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生成・消滅項:

Mθ = −γ

(
∂qvs

∂t
+ Adv.qvs + Er

)
, (36)

Mqv =
∂qvs

∂t
+ Adv.qvs + Er, (37)

Mqc = −
(

∂qvs

∂t
+ Adv.qvs

)
− Ar − Cr, (38)

Mqr = Fr − Er + Ar + Cr. (39)

ただし,

Adv.qvs = u
∂qvs

∂x
+ v

∂qvs

∂y
+ ω

∂qvs

∂z∗
+ Diff.qvs, (40)

Er =
1

ρ̄

(
1− qv

qvs

)
C (ρ̄qr)

0.525

5.4× 105 +
2.55× 106

p̄qvs

, (41)

C = 1.6 + 124.9 (ρ̄qr)
0.2046 , (42)

Ar = k1 (qc − a) , (43)

Cr = k2qcq
0.875
r , (44)

Fr =
1

G1/2ρ̄

∂

∂z∗
(ρ̄V qr) , (45)

V = 36.34 (ρ̄qr)
0.1346

(
ρ̄

ρ0

)− 1
2

, (46)

k1 = 0.001 s−1, (47)

a = 0.001 kg kg−1, (48)

k2 = 2.2 s−1 (49)
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サブグリッドスケールの運動エネルギーの方程式:

∂E

∂t
= −Adv.E

+
3gCmlE1/2

G1/2

(
−A

∂θe

∂z∗
+

∂ql

∂z∗

)

+2CmlE1/2





(
∂u

∂x
+ G13 ∂u

∂z∗

)2

+

(
∂v

∂y
+ G23 ∂v

∂z∗

)2

+

(
1

G1/2

∂w

∂z

)2




+CmlE1/2

{(
∂v

∂x
+

∂u

∂y
+ G13 ∂v

∂z∗
+ G23 ∂u

∂z∗

)2

+

(
∂w

∂x
+ G13 ∂w

∂z∗
+

1

G1/2

∂u

∂z∗

)2

+

(
∂w

∂y
+ G23 ∂w

∂z∗
+

1

G1/2

∂v

∂z∗

)2}

+CmlE1/2

{(
∂

∂x
+ G13 ∂

∂z∗

) (
∂E

∂x
+ G13 ∂E

∂z∗

)

+

(
∂

∂y
+ G23 ∂

∂z∗

) (
∂E

∂y
+ G23 ∂E

∂z∗

)
+

(
1

G1/2

∂

∂z∗

) (
1

G1/2

∂E

∂z∗

)}

+2CmlE1/2

{(
∂E1/2

∂x
+ G13∂E1/2

∂z∗

)2

+

(
∂E1/2

∂y
+ G23∂E1/2

∂z∗

)2

+

(
1

G1/2

∂E1/2

∂z∗

)2}

−Cε

l
E3/2

Adv.E = u
∂E

∂x
+ v

∂E

∂y
+ ω

∂E

∂z∗
+ Diff.E (50)
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1.6 水平方向の運動方程式の離散化

1.4 節で定義した表記を用いて, (i, j, k) 番目の格子について音波を解に含む基礎方
程式を離散化する.

まず, 短い時間間隔 τ で計算する項について離散化したものを書き下す.

水平方向の運動方程式は陽解法で離散化する.

x 方向の運動方程式:

uτ+∆τ
i+∆x

2
,j,k
− uτ

i+∆x
2

,j,k

∆τ
= −cpθ̄v

[{
(∂xπ)i+∆x

2
,j,k − α (∂xDiv)i+∆x

2
,j,k

}τ

+G13z∗
{(

∂z∗π
xz∗

)
i+∆x

2
,j,k
− α

(
∂z∗Div

xz∗)
i+∆x

2
,j,k

}τ
]

−Adv.ut
i+∆x

2
,j,k

+ Cori.ut
i+∆x

2
,j,k

+ (Du)
t−∆t
i+∆x

2
,j,k (51)

y 方向の運動方程式:

vτ+∆τ

i,j+∆y
2

,k
− vτ

i,j+∆y
2

,k

∆τ
= −cpθ̄v

[{
(∂yπ)i,j+∆y

2
,k − α (∂xDiv)i,j+∆y

2
,k

}τ

+G23z∗
{(

∂z∗π
yz∗

)
i,j+∆y

2
,k
− α

(
∂z∗Div

yz∗)
i,j+∆y

2
,k

}τ
]

−Adv.vt
i,j+∆y

2
,k

+ Cori.vt
i,j+∆y

2
,k

+ (Dv)
t−∆t

i,j+∆y
2

,k
. (52)

Div を含む項を書き下すと以下のようになる. ただし上付添字 τ は省略した.

Divi,j,k = (∂xu)i,j,k + (∂yv)i,j,k + G13xz∗

i,j,k

(
∂z∗u

xz∗
)

i,j,k

+G23yz∗

i,j,k

(
∂z∗v

xz∗
)

i,j,k
+

1

G
1/2
i,j,k

(∂z∗w)i,j,k , (53)

(∂xDiv)i+∆x
2

,j,k =
Divi+∆x,j,k −Divi,j,k

∆x
, (54)

(
∂z∗Div

xz∗)
i+∆x

2
,j,k

=
Div

xz∗

i+∆x
2

,j,k+∆z∗
2
−Div

xz∗

i+∆x
2

,j,k−∆z∗
2

∆z∗
, (55)

(∂yDiv)i,j+∆y
2

,k =
Divi+∆x,j,k −Divi,j,k

∆y
, (56)

(
∂z∗Div

yz∗)
i,j+∆y

2
,k

=
Div

yz∗

i,j+∆y
2

,k+∆z∗
2
−Div

yz∗

i,j+∆y
2

,k−∆z∗
2

∆z∗
(57)

次に, 長い時間間隔 t で計算する項 (各方程式の上付添字 t がついた項)について
離散化したものを書き下す.
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移流項:

Adv.ut
i+∆x

2
,j,k

= (u∂xu
x)t

i+∆x
2

,j,k + (vxy∂yu
y)t

i+∆x
2

,j,k

+
(
ωxz∗∂z∗u

z∗
)t

i+∆x
2

,j,k
+ Diff.ut

i+∆x
2

,j,k
, (58)

Adv.vt
i,j+∆y

2
,k

= (uxy∂xv
x)t

i,j+∆x
2

,k + (v∂yv
y)t

i,j+∆x
2

,k

+
(
ωyz∗∂z∗v

z∗
)t

i,j+∆y
2

,k
+ Diff.vt

i,j+∆x
2

,k
. (59)

数値粘性項:

Diff.ut
i+∆x

2
,j,k

= ν2h

[
∂2

xu + ∂2
yu

]t

i+∆x
2

,j,k
+ ν2v

[
∂2

z∗u
]t

i+∆x
2

,j,k
, (60)

Diff.vt
i,j+∆y

2
,k

= ν2h

[
∂2

xv + ∂2
yv

]t

i,j+∆y
2

,k
+ ν2v

[
∂2

z∗v
]t

i,j+∆y
2

,k
(61)

コリオリ項:

Cori.ut
i+∆x

2
,j,k

=
[
fvyx

]t

i+∆x
2

,j,k
, (62)

Cori.vt
i,j+∆y

2
,k

=
[
fuxy

]t

i,j+∆y
2

,k
(63)

risan.tex 2004年 01月 05日 (高橋, 杉山, 小高, 中島, 林)



3 次元積雲モデル 1 数値計算法 16

拡散項: (右辺の下付添字と上付添字 t−∆t は省略した)

Du.i+ 1
2
,j,k = 2∂x

{
Km (∂xu) + KmG13xz∗ (

∂z∗u
z∗

)}

+∂y

{
Km

xy
(∂yu) + Km

xy
(∂xv) + Km

xy
G23xz∗

(∂z∗u
yz∗)

+Km
xy

G13yz∗ (
∂z∗v

xz∗
)}

+2G13z∗
∂z∗

{
Km

xz∗ (
∂xu

xz∗
)

+ Km
xz∗

G13 (∂z∗u)
}

+G23xyz∗
∂z∗

{
Km

xz∗ (
∂yu

yz∗
)

+ Km
xz∗

∂xv
yz∗

+Km
xz∗

G23xy
(∂z∗u) + Km

xz∗
G13z∗

(∂z∗v
xy)

}

+
1

G1/2
x ∂z∗



Km

xz∗
(∂xw) +

Km
xz∗

G1/2
xz∗ (∂z∗u) + Km

xz∗
G13∂z∗w

xz∗





− 2

3C2
ml2

{(
∂xK

2
m

)
+ G13z∗

(
∂z∗K2

m

xz∗
)

+
(
∂yK2

m

xy
)

+ G23xz∗
(
∂z∗K2

m

yz∗
)

+
1

G1/2
x

(
∂z∗K2

m

xz∗
)}

, (64)

Dv.i,j+ 1
2
,k = ∂x

{
Km

xy
(∂xv) + Km

xy
(∂yu)

+Km
xy

G23xz∗ (
∂z∗u

yz∗
)

+ Km
xy

G13yz∗
∂z∗

(
vxz∗

)}

+2∂y

{
Km (∂yv) + KmG23yz∗ (

∂z∗v
yz∗

)}

+G13xyz∗
∂z∗

{
Km

yz∗ (
∂xv

xz∗)
+ Km

yz∗ (
∂yu

xz∗
)

+Km
yz∗

G23 (∂z∗) uxy + Km
yz∗

G13xy
(∂z∗v)

}

+2G23z∗
∂z∗

{
Km

yz∗ (
∂yv

yz∗
)

+ Km
yz∗

G23 (∂z∗v)
}

− 2

3C2
ml2

{(
∂xK2

m

xy
)

+ G13yz∗
(
∂z∗K2

m

yz∗
)

+
(
∂yK

2
m

)
+ G23z∗

(
∂z∗K2

m

yz∗
)

+
1

G1/2
y

(
∂z∗K2

m

yz∗
)}

(65)
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1.7 鉛直方向の運動方程式と圧力方程式の離散化

鉛直方向の運動方程式と圧力方程式は陰解法で離散化する. w, π は重み β をつけ
て τ と τ + ∆τ の平均をしたものを用いる.

鉛直方向の運動方程式:

wτ+∆τ
i,j,k+ 1

2

− wτ
i,j,k+ 1

2

∆τ
= α

(
cpθ̄v

G1/2
z∗

)

i,j,k+ 1
2

(∂z∗Div)τ
i,j,k+ 1

2

−
(

cpθ̄v

G1/2
z∗

)

i,j,k+ 1
2

[
β (∂z∗π)τ+∆τ

i,j,k+ 1
2

+ (1− β) (∂z∗π)τ
i,j,k+ 1

2

]

−Adv.wt
i,j,k+ 1

2
+ Buoy.wt

i,j,k+ 1
2

+ (Dw)t−∆t
i,j,k+ 1

2
, (66)

圧力方程式:

πτ+∆τ
i,j,k − πτ

i,j,k

∆τ
+

1

G1/2

c̄2

cpρ̄θ̄2
v

{
β

(
∂z∗ ρ̄θ̄vw

)τ+∆τ

i,j,k
+ (1− β)

(
∂z∗ ρ̄θ̄vw

)τ

i,j,k

}

= − c̄2

cpθ̄v

[
(∂xu)i,j,k + (∂yv)i,j,k

+G13xz∗

i,j,k

(
∂z∗u

xz∗
)

i,j,k
+ G23yz∗

i,j,k

(
∂z∗v

yz∗
)

i,j,k

]τ+∆τ

.(67)

ここで β 6= 0 である. (66)と (67)はwτ+∆τ と πτ+∆τ の連立方程式となり, Crank-

Nicolson スキームにより鉛直についてインプリシットに解くことができる. この
連立方程式の解き方は後で述べる.

Div を含む項を書き下すと以下のようになる. ただし上付添字 τ は省略した.

(∂z∗Div)i,j,k+∆z∗
2

=
Divi,j,k+∆z∗ −Divi,j,k

∆z∗
(68)

長い時間間隔 t で計算する項 (各方程式の上付添字 t がついた項)について離散化
したものを書き下す.

移流項:

Adv.wt
i,j,k+∆z∗

2

=
(
uxz∗∂xw

x
)t

i,j,k+∆z∗
2

+
(
vyz∗∂yw

y
)t

i,j,k+∆z∗
2

+
(
ω∂z∗w

z∗
)t

i,j,k+∆z∗
2

+ Diff.wt
i,j,k+∆z∗

2

. (69)
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数値粘性項:

Diff.wt
i,j,k+∆z∗

2

= ν2h

[
∂2

xw + ∂2
yw

]t

i,j,k+∆z∗
2

+ ν2v

[
∂2

z∗w
]t

i,j,k+∆z∗
2

, (70)

(71)

浮力項:

Buoy.wt
i,j,k+∆z∗

2

= g


θ

θ̄

z∗

− 1 + 0.61
(
qv

z∗ − q̄v
z∗

)
− qc

z∗ − qr
z∗




t

i,j,k+∆z∗
2

(72)

拡散項: (右辺の下付添字と上付添字 t−∆t は省略した)

Dw.i,j,k+ 1
2

= ∂x



Km

xz∗
(∂xw) +

Km
xz∗

G1/2
xz∗

(
∂z∗u

xz∗
)

+ Km
xz∗

G13
(
∂z∗w

xz∗
)




+∂y



Km

yz∗
(∂yw) +

Km
yz∗

G1/2
yz∗ (∂z∗v) + Km

yz∗
G23

(
∂z∗w

yz∗
)




+G13x
∂z∗

{
Km

(
∂xw

xz∗
)

+
Km

G1/2

(
∂z∗u

xz∗
)

+ KmG13xz∗
(∂z∗w)

}

+G23y
∂z∗

{
Km

(
∂yw

yz∗
)

+
Km

G1/2

(
∂z∗v

yz∗
)

+ KmG23yz∗
(∂z∗w)

}

+
2

G1/2
z∗ ∂z∗

{
Km

G1/2
(∂z∗w)

}

− 2

3C2
ml2

{(
∂xK2

m

xz∗
)

+ G13x
(
∂z∗K

2
m

)

+
(
∂yK2

m

yz∗
)

+ G23y
(
∂z∗K

2
m

)
+

1

G1/2
z∗

(
∂z∗K

2
m

)}
. (73)

水平方向の運動方程式 (51)と (52)を計算して uτ+∆τ , vτ+∆τ を求める. 次に (66)と
(67)からwτ+∆τ を消去して πτ+∆τ を計算して求める. 最後に wτ+∆τ を求める.
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鉛直方向の運動方程式を離散化した式 (66)より

wτ+∆τ
i,j,k+ 1

2

= wτ
i,j,k+ 1

2
−

(
cpθ̄v∆τ

G1/2
z∗

)

i,j,k+ 1
2

{
−α (∂z∗Div)τ

i,j,k+ 1
2

+ (1− β) (∂z∗π)τ
i,j,k+ 1

2

}

+F.wt
i,j,k+ 1

2
∆τ − β

(
cpθ̄v∆τ

G1/2
z∗

)

i,j,k+ 1
2

(∂z∗π)τ+∆τ
i,j,k+ 1

2
(74)

ただし

F.wt
i,j,k+ 1

2
= −Adv.wt

i,j,k+ 1
2

+ Buoy.wt
i,j,k+ 1

2
+ (Dw)t−∆t

i,j,k+ 1
2

(75)

である.

離散化した圧力方程式 (67)より,

πτ+∆τ
i,j,k + β

(
1

G1/2

c̄2∆τ

cpρ̄θ̄2
v

)

i,j,k

{
∂z∗

(
ρ̄θ̄vw

)}τ+∆τ

i,j,k

= πτ
i,j,k − (1− β)

(
1

G1/2

c̄2∆τ

cpρ̄θ̄2
v

)

i,j,k

{
∂z∗

(
ρ̄θ̄vw

)}τ

i,j,k

− c̄2∆τ

cpθ̄v

[
(∂xu)i,j,k + (∂yv)i,j,k + G13xz∗

i,j,k

(
∂z∗u

xz∗
)

i,j,k
+ G23yz∗

i,j,k

(
∂z∗v

yz∗
)

i,j,k

]τ+∆τ

.(76)

(74)を代入して wτ+∆τ を消去すると,

πτ+∆τ
i,j,k − β2

(
1

G1/2

c̄2∆τ 2

ρ̄θ̄2
v

)

i,j,k


∂z∗






 ρ̄θ

2

v

G1/2


 (∂z∗π)








τ+∆τ

i,j,k

= πτ
i,j,k − (1− β)

(
1

G1/2

c̄2∆τ

cpρ̄θ̄2
v

)

i,j,k

{
∂z∗

(
ρ̄θ̄vw

)}τ

i,j,k

− c̄2∆τ

cpθ̄v

[
(∂xu)i,j,k + (∂yv)i,j,k + G13xz∗

i,j,k

(
∂z∗u

xz∗
)

i,j,k
+ G23yz∗

i,j,k

(
∂z∗v

yz∗
)

i,j,k

]τ+∆τ

−β

(
1

G1/2

c̄2∆τ

cpρ̄θ̄2
v

)

i,j,k

×
[
∂z∗ ρ̄θ̄v

{
wτ −

(
cpθ̄v∆τ

G1/2
z∗

)
{−α (∂z∗Div)τ + (1− β) (∂z∗π)τ} − F.wt∆τ

}]

i,j,k

.(77)

さらに, 左辺を z∗ 方向の微分をオペレータなしで書き下すと,
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(左辺) = πτ+∆τ
i,j,k

−β2

(
1

G1/2

c̄2∆τ 2

ρ̄θ̄2
v

)

i,j,k

× 1

∆z∗

[
 ρ̄θ

2

v

G1/2




i,j,k

1

∆z∗
(πi,j,k+1 − πi,j,k)

−

 ρ̄θ

2

v

G1/2




i,j,k−1

1

∆z∗
(πi,j,k − πi,j,k−1)

]τ+∆τ

= πτ+∆τ
i,j,k

−β2

(
1

G1/2

c̄2∆τ 2

ρ̄θ̄2
v

)

i,j,k

1

∆z∗2

×
[
 ρ̄θ

2

v

G1/2




i,j,k

πi,j,k+1 −





 ρ̄θ

2

v

G1/2




i,j,k

+


 ρ̄θ

2

v

G1/2




i,j,k−1





πi,j,k

+


 ρ̄θ

2

v

G1/2




i,j,k−1

πi,j,k−1

]τ+∆τ

. (78)

鉛直陰解法における上部と下部の境界条件は, それぞれ

w = 0 (k = 0), (79)

ω = u
∂zs

∂x
+ v

∂zs

∂y
(k = km + 1) (80)

である. 上部境界における鉛直方向の運動方程式を離散化したものは

β (∂z∗π)τ+∆τ
i,j,w(km+1) = α (∂z∗Div)τ

i,j,w(km+1) − (1− β) (∂z∗π)τ
i,j,w(km+1)

+

(
G1/2

cpθ̄v

F.wt

)

i,j,w(km+1)

(81)

となり, 圧力方程式は
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(左辺) = πτ+∆τ
i,j,km

+β2

(
1

G1/2

c̄2∆τ 2

ρ̄θ̄2
v

)

i,j,km

1

∆z∗2

[
 ρ̄θ

2

v

G1/2




i,j,w(km)

(πi,j,km − πi,j,km−1)

]τ+∆τ

(右辺) = πτ
i,j,km − (1− β)

(
1

G1/2

c̄2∆τ

cpρ̄θ̄2
v

)

i,j,km

{
∂z∗

(
ρ̄θ̄vw

)}τ

i,j,km

− c̄2∆τ

cpθ̄v

[
(∂xu)i,j,km + (∂yv)i,j,km

+G13xz∗

i,j,km

(
∂z∗u

xz∗
)

i,j,km
+ G23yz∗

i,j,km

(
∂z∗v

yz∗
)

i,j,km

]τ+∆τ

−β

(
1

G1/2

c̄2∆τ

cpρ̄θ̄2
v

)

i,j,km

×
[
∂z∗ ρ̄θ̄v

{
wτ −

(
cpθ̄v∆τ

G1/2
z∗

)
{−α (∂z∗Div)τ + (1− β) (∂z∗π)τ} − F.wt∆τ

}]

i,j,km

+β

(
1

G1/2

c̄2∆τ 2

ρ̄θ̄2
v

)

i,j,km

1

∆z∗

(
cpθ̄

2
v

G1/2

)

i,j,w(km+1)

×
{

α (∂z∗Div)τ
i,j,w(km+1) − (1− β) (∂z∗π)τ

i,j,w(km+1) +

(
G1/2

cpθ̄v

F.wt

)

i,j,w(km+1)

}
(82)

となる.

また, 下部境界における鉛直方向の運動方程式を離散化したものは

β (∂z∗π)τ+∆τ
i,j,w(0) = α (∂z∗Div)τ

i,j,w(0) − (1− β) (∂z∗π)τ
i,j,w(0)

+

(
G1/2

cpθ̄v

F.wt

)

i,j,w(0)

(83)

となり, 圧力方程式は
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(左辺) = πτ+∆τ
i,j,0

−β2

(
1

G1/2

c̄2∆τ 2

ρ̄θ̄2
v

)

i,j,0

1

∆z∗2

[
 ρ̄θ

2

v

G1/2




i,j,w(1)

(πi,j,1 − πi,j,0)

]τ+∆τ

(右辺) = πτ
i,j,0 − (1− β)

(
1

G1/2

c̄2∆τ

cpρ̄θ̄2
v

)

i,j,0

{
∂z∗

(
ρ̄θ̄vw

)}τ

i,j,0

− c̄2∆τ

cpθ̄v

[
(∂xu)i,j,0 + (∂yv)i,j,0

+G13xz∗

i,j,0

(
∂z∗u

xz∗
)

i,j,1
+ G23yz∗

i,j,0

(
∂z∗v

yz∗
)

i,j,0

]τ+∆τ

−β

(
1

G1/2

c̄2∆τ

cpρ̄θ̄2
v

)

i,j,0

×
[
∂z∗ ρ̄θ̄v

{
wτ −

(
cpθ̄v∆τ

G1/2
z∗

)
{−α (∂z∗Div)τ + (1− β) (∂z∗π)τ} − F.wt∆τ

}]

i,j,0

−β

(
1

G1/2

c̄2∆τ 2

ρ̄θ̄2
v

)

i,j,1

1

∆z∗

(
cpθ̄

2
v

G1/2

)

i,j,w(0)

×
{

α (∂z∗Div)τ
i,j,w(0) − (1− β) (∂z∗π)τ

i,j,w(0) +

(
G1/2

cpθ̄v

F.wt

)

i,j,w(0)

}
(84)

これらの式は以下のように行列を用いて書くことができる:




A0 B0 0

C0
. . . . . .
. . . . . . Bkm−1

0 Ckm−1 Akm







π00 π02 · · · π0 im

π20
. . . . . .

...
...

. . .
...

πkm 0 · · · · · · πkm im




τ+∆τ

=




D00 D02 · · · D0 im

D20
. . . . . .

...
...

. . .
...

Dkm 0 · · · · · · Dkm im




τ

. (85)

ただし
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Ak = 1 + β2

(
1

G1/2

c̄2∆τ 2

ρ̄θ̄2
v

)

i,j,k

1

∆z∗2






 ρ̄θ

2

v

G1/2




i,j,k

+


 ρ̄θ

2

v

G1/2




i,j,k−1





,

(k = 1, 3, · · · , km− 1),

A0 = 1 + β2

(
1

G1/2

c̄2∆τ 2

ρ̄θ̄2
v

)

i,j,0

1

∆z∗2


 ρ̄θ

2

v

G1/2




i,j,w(1)

,

Akm = 1 + β2

(
1

G1/2

c̄2∆τ 2

ρ̄θ̄2
v

)

i,j,km

1

∆z∗2


 ρ̄θ

2

v

G1/2




i,j,w(km)

,

Bk = −β2

(
1

G1/2

c̄2∆τ 2

ρ̄θ̄2
v

)

i,j,k

1

∆z∗2


 ρ̄θ

2

v

G1/2




i,j,w(k+1)

,

Ck = −β2

(
1

G1/2

c̄2∆τ 2

ρ̄θ̄2
v

)

i,j,k+1

1

∆z∗2


 ρ̄θ

2

v

G1/2




i,j,w(k+1)

,

Dik = πτ
i,j,k − (1− β)

(
1

G1/2

c̄2∆τ

cpρ̄θ̄2
v

)

i,j,k

{
∂z∗

(
ρ̄θ̄vw

)}τ

i,j,k

− c̄2∆τ

cpθ̄v

[
(∂xu)i,j,k + (∂yv)i,j,k + G13xz∗

i,j,k

(
∂z∗u

xz∗
)

i,j,k
+ G23yz∗

i,j,k

(
∂z∗v

yz∗
)

i,j,k

]τ+∆τ

−β

(
1

G1/2

c̄2∆τ

cpρ̄θ̄2
v

)

i,j,k

×
[
∂z∗ ρ̄θ̄v

{
wτ −

(
cpθ̄v∆τ

G1/2
z∗

)
{−α (∂z∗Div)τ + (1− β) (∂z∗π)τ} − F.wt∆τ

}]

i,j,k

,

(k = 1, 3, · · · , km− 3),

Di0 = πτ
i,j,0 − (1− β)

(
1

G1/2

c̄2∆τ

cpρ̄θ̄2
v

)

i,j,0

{
∂z∗

(
ρ̄θ̄vw

)}τ

i,j,0

− c̄2∆τ

cpθ̄v

[
(∂xu)i,j,0 + (∂yv)i,j,0

+G13xz∗

i,j,0

(
∂z∗u

xz∗
)

i,j,0
+ G23yz∗

i,j,1

(
∂z∗v

yz∗
)

i,j,0

]τ+∆τ

−β

(
1

G1/2

c̄2∆τ

cpρ̄θ̄2
v

)

i,j,0

×
[
∂z∗ ρ̄θ̄v

{
wτ −

(
cpθ̄v∆τ

G1/2
z∗

)
{−α (∂z∗Div)τ + (1− β) (∂z∗π)τ} − F.wt∆τ

}]

i,j,0

−β

(
1

G1/2

c̄2∆τ 2

ρ̄θ̄2
v

)

i,j,0

1

∆z∗

(
cpθ̄

2
v

G1/2

)

i,j,w(0)

×
{

α (∂z∗Div)τ
i,j,w(0) − (1− β) (∂z∗π)τ

i,j,w(0) +

(
G1/2

cpθ̄v

F.wt

)

i,j,w(0)

}
,
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Dikm−2 = πτ
i,j,km−2 − (1− β)

(
1

G1/2

c̄2∆τ

cpρ̄θ̄2
v

)

i,j,km−2

{
∂z∗

(
ρ̄θ̄vw

)}τ

i,j,km−2

− c̄2∆τ

cpθ̄v

[
(∂xu)i,j,km−2 + (∂yv)i,j,km−2

+G13xz∗

i,j,km

(
∂z∗u

xz∗
)

i,j,km−2
+ G23yz∗

i,j,km

(
∂z∗v

yz∗
)

i,j,km−2

]τ+∆τ

−β

(
1

G1/2

c̄2∆τ

cpρ̄θ̄2
v

)

i,j,km−2

×
[
∂z∗ ρ̄θ̄v

{
wτ −

(
cpθ̄v∆τ

G1/2
z∗

)
{−α (∂z∗Div)τ + (1− β) (∂z∗π)τ} − F.wt∆τ

}]

i,j,km−2

+β

(
1

G1/2

c̄2∆τ 2

ρ̄θ̄2
v

)

i,j,km−2

1

∆z∗

(
cpθ̄

2
v

G1/2

)

i,j,w(km−1)

×
{

α (∂z∗Div)τ
i,j,w(km−1) − (1− β) (∂z∗π)τ

i,j,w(km−1) +

(
G1/2

cpθ̄v

F.wt

)

i,j,w(km−1)

}
(86)

この連立 1 次方程式の係数行列は 3 項行列なので, LU 分解を行って計算すれば
大幅に計算量を減らすことができる.

したがって, 求めた πτ+∆τ と鉛直方向の運動方程式から wτ+∆τ を求めることがで
きる.
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1.8 熱力学方程式と各混合比の方程式の離散化

温位偏差 (θ)と水蒸気混合比 (qv), 雲水の混合比 (qc), 雨水の混合比 (qr)について,

長い時間間隔 ∆t で離散化する. 過飽和がない場合を考えているので, 予報方程式
から得られた水蒸気の混合比と飽和混合比の関係が qt+∆t

v > qt+∆t
vs の場合は湿潤飽

和調節法4を用いる.

これらの物理量は格子点 (i, j, k)についてなので,ここでは物理量の下付添字 i, j, k

は省略する.

熱力学方程式:

θt+∆t − θt−∆t

2∆t
= −Adv.θt + M t

θ + Dt−∆t
θ (87)

水蒸気の混合比の方程式:

qt+∆t
v − qt−∆t

v

2∆t
= −Adv.qt

v + M t
qv

+ Dt−∆t
qv

(88)

雲水の混合比の方程式:

qt+∆t
c − qt−∆t

c

2∆t
= −Adv.qt

c + M t
qc

+ Dt−∆t
qc

(89)

雨水の混合比の方程式:

qt+∆t
r − qt−∆t

r

2∆t
= −Adv.qt

r + M t
qr

+ Dt−∆t
qr

(90)

長い時間間隔における Leap-frog 法による積分の場合, それに伴う計算モードを抑
えるため Asselin の時間フィルタ (Asselin, 1972) を用いる5. 時間 t + ∆t の物理量
が得られた後, 時間 t の物理量を以下のようにフィルタリングする:

φt = φ∗t + µa

(
φ∗t+∆t − 2φ∗t + φt−∆t

)
. (91)

ただし µa はフィルターの係数で, µa = 0.1 が標準的な値である.

4A.1参照.
5A.2節参照.
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移流項:

Adv.θt =
[
u∂xθ

x
+ v∂yθ

y
+ ω∂z∗θ

z∗]t
+ Diff.θt, (92)

Adv.qt
v =

[
u∂xqv

x
+ v∂yqv

y
+ ω∂z∗qv

z∗]t
+ Diff.qt

v, (93)

Adv.qt
c =

[
u∂xqc

x
+ v∂yqc

y
+ ω∂z∗qc

z∗]t
+ Diff.qt

c, (94)

Adv.qt
r =

[
u∂xqr

x
+ v∂yqr

y
+ ω∂z∗qr

z∗]t
+ Diff.qt

r. (95)

数値粘性項:

Diff.θt = ν2h

[
∂2

xθ + ∂2
yθ

]t
+ ν2v

[
∂2

z∗θ
]t

, (96)

Diff.qt
v = ν2h

[
∂2

xqv + ∂2
yqv

]t
+ ν2v

[
∂2

z∗qv

]t
, (97)

Diff.qt
c = ν2h

[
∂2

xqc + ∂2
yqc

]t
+ ν2v

[
∂2

z∗qc

]t
, (98)

Diff.qt
r = ν2h

[
∂2

xqr + ∂2
yqr

]t
+ ν2v

[
∂2

z∗qr

]t
(99)

生成・消滅項:

M t
θ = −γ

(
qt+∆t
vs − qt−∆t

vs

2∆t
+ Adv.qt

vs + Et
r

)
, (100)

M t
qv

=
qt+∆t
vs − qt−∆t

vs

2∆t
+ Adv.qt−∆t

vs + Et
r, (101)

M t
qc

= −qt+∆t
vs − qt−∆t

vs

2∆t
− Adv.qt

vs − At
r − Ct

r, (102)

M t
qr

= F t
r − Et

r + At
r + Ct

r (103)

ただし

Adv.qt
vs =

[
u∂xqvs

x
+ v∂yqvs

y
+ ω∂z∗qvs

z∗]t
+ Diff.qt

vs, (104)

qvs =
3.8

p̄
exp

(
17.27

Π̄θ − 273

Π̄θ − 36

)

' q∗vs


1 +

4093aΠ̄
(
Π̄θ∗ − 36

)2

(
θt+∆t − θ∗

)

 , (105)

qvs は Tetens の式より θ = θ∗ について線形化を行った. q∗vs は θ = θ∗ のときの
qvs の値である.

F t
r =

[
1

G1/2ρ̄
∂z∗ (ρ̄V qr)

]t

, (106)

V = 36.34 (ρ̄qr)
0.1346

(
ρ̄

ρ0

)− 1
2

. (107)
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拡散項:

Dt−∆t
θ = 3∂x

{
Km

x
(∂xθ) + Km

x
G13z∗ (

∂z∗θ
xz∗)}t−∆t

+3∂y

{
Km

y
(∂yθ) + Km

y
G23z∗ (

∂z∗θ
yz∗)}t−∆t

+3G13xz∗
∂z∗

{
Km

z∗ (
∂xθ

xz∗)
+ Km

z∗
G13x

(∂z∗θ)
}t−∆t

+3G23yz∗
∂z∗

{
Km

z∗ (
∂yθ

yz∗)
+ Km

z∗
G23y

(∂z∗θ)
}t−∆t

+
3

G1/2
∂z∗

{
Km

G1/2
z∗ (∂z∗θ)

}t−∆t

, (108)

Dt−∆t
qv

= 3∂x

{
Km

x
(∂xqv) + Km

x
G13z∗ (

∂z∗qv
xz∗

)}t−∆t

+3∂y

{
Km

y
(∂yqv) + Km

y
G23z∗ (

∂z∗qv
yz∗

)}t−∆t

+3G13xz∗
∂z∗

{
Km

z∗ (
∂xqv

xz∗
)

+ Km
z∗

G13x
(∂z∗qv)

}t−∆t

+3G23yz∗
∂z∗

{
Km

z∗ (
∂yqv

yz∗
)

+ Km
z∗

G23y
(∂z∗qv)

}t−∆t

+
3

G1/2
∂z∗

{
Km

G1/2
z∗ (∂z∗qv)

}t−∆t

, (109)

Dt−∆t
qc

= 3∂x

{
Km

x
(∂xqc) + Km

x
G13z∗ (

∂z∗qc
xz∗

)}t−∆t

+3∂y

{
Km

y
(∂yqc) + Km

y
G23z∗ (

∂z∗qv
yz∗

)}t−∆t

+3G13xz∗
∂z∗

{
Km

z∗ (
∂xqc

xz∗
)

+ Km
z∗

G13x
(∂z∗qc)

}t−∆t

+3G23yz∗
∂z∗

{
Km

z∗ (
∂yqc

yz∗
)

+ Km
z∗

G23y
(∂z∗qc)

}t−∆t

+
3

G1/2
∂z∗

{
Km

G1/2
z∗ (∂z∗qc)

}t−∆t

, (110)

Dt−∆t
qr

= 3∂x

{
Km

x
(∂xqr) + Km

x
G13z∗ (

∂z∗qr
xz∗

)}t−∆t

+3∂y

{
Km

y
(∂yqr) + Km

y
G23z∗ (

∂z∗qr
yz∗

)}t−∆t

+3G13xz∗
∂z∗

{
Km

z∗ (
∂xqr

xz∗
)

+ Km
z∗

G13x
(∂z∗qr)

}t−∆t

+3G23yz∗
∂z∗

{
Km

z∗ (
∂yqr

yz∗
)

+ Km
z∗

G23y
(∂z∗qr)

}t−∆t

+
3

G1/2
∂z∗

{
Km

G1/2
z∗ (∂z∗qr)

}t−∆t

. (111)

risan.tex 2004年 01月 05日 (高橋, 杉山, 小高, 中島, 林)



3 次元積雲モデル 1 数値計算法 28

1.9 サブグリッドスケールの運動エネルギーの方程式の離散化

サブグリッドスケールの運動エネルギーの方程式は長い時間間隔 t で計算する. こ
れらの物理量は格子点 (i, j, k) についてなので, ここでは物理量の下付添字 i, j, k

は省略する.

Et+∆t − Et−∆t

2∆t
= − Adv.Et

+
3gCmlE1/2

G1/2

(
−A∂z∗θe

z∗
+ ∂z∗ql

z∗
)t

+C2
ml2

{ (
∂xu + G13xz∗

∂z∗u
xz∗

)2

+
(
∂yv + G23yz∗

∂z∗v
yz∗

)2

+
(

1

G1/2
∂z∗w

)2
}t

+
C2

ml2

2

{(
∂xv

xy + ∂yu
xy + G13xz∗

∂z∗v
yz∗ + G23yz∗

∂z∗u
xz∗

)2

+
(
∂xw + G13xz∗

∂z∗w +
1

G1/2
∂z∗u

xz∗
)2

+
(
∂yw

yz∗ + G23yz∗
∂z∗w +

1

G1/2
∂z∗v

yz∗
)2

}t

+
C2

ml2

2

{
∂2

xE + ∂x

(
G13z∗

∂z∗E
xz∗

)

+∂z∗
(
G13x

∂xE
xz∗)

+ G13xz∗
∂z∗

(
G13x

∂z∗E
)

+∂2
yE + ∂y

(
G23z∗

∂z∗E
yz∗

)

+∂z∗
(
G23y

∂yE
yz∗)

+ G23yz∗
∂z∗

(
G23y

∂z∗E
)

+
1

G1/2
∂z∗

(
1

G1/2

∗
∂z∗E

)]t

+C2
ml2

{(
∂xE1/2

x
+ G13xz∗

∂z∗E1/2
z∗

)2

+
(
∂yE1/2

y
+ G23yz∗

∂z∗E1/2
z∗

)2

+
(

1

G1/2
∂z∗E1/2

z∗
)2

}t

−Cε

l

(
E3/2

)t
. (112)
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移流項:

Adv.Et =
[
u∂xE

x
+ v∂yE

y
+ ω∂z∗E

z∗]t
+ Diff.Et (113)

数値粘性項:

Diff.Et = ν2h

[
∂2

xE + ∂2
yE

]t
+ ν2v

[
∂2

z∗E
]t

(114)
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2 コード解説

2.1 計算手順

計算手順は以下のように行う:

1. 基本場を求める

(a) 基本場の

i. 地表面における圧力 p̄(0) = p0

ii. 温度の鉛直分布 T̄ (z)

iii. 水蒸気の混合比の鉛直分布 q̄v(z)

を与える

(b) 地表面でのエクスナー関数を設定

Π̄(0) = 1

(c) エクスナー関数より, 圧力 p̄(z) を求める

p̄(z) = p̄(0)× Π̄cp/Rd(z)

(d) 温位 θ̄(z) を求める

θ̄(z) =
T̄ (z)

Π̄(z)

(e) 仮温位 θ̄v(z) を求める

θ̄v(z) = θ̄(z)× (1 + 0.62q̄v(z))

(f) 湿潤空気の状態方程式より, 密度 ρ̄(z) を求める

ρ̄(z) =
p̄(0)

Rd

Π̄(z)

θ̄
cv/Rd
v (z)

(g) 静水圧平衡の式より, エクスナー関数 (無次元量の圧力)の次の値 Π̄(z +

dz) を求める

Π̄(z + dz) = π̄(z)− dz × g

cpθ̄v(z)

risan.tex 2004年 01月 05日 (高橋, 杉山, 小高, 中島, 林)



3 次元積雲モデル 2 コード解説 31

(h) 1cから 1gまでを繰り返して基本場を求める

2. 1 ステップ目の θ∆t, q∆t
v , q∆t

c , q∆t
r , E∆t のみを前進差分で求める

• 飽和混合比の時間微分は 0 とする

• qt+∆t
v > qt+∆t

vs ならば湿潤調節法を用いる

3. (初期)値 uτ−n∆τ , vτ−n∆τ , wτ−n∆τ , πτ−n∆τ と θt−∆t, qt−∆t
v , qt−∆t

c , qt−∆t
r , Et−∆t

を与える

4. τ − n∆τ(= t−∆t) から τ(= t) までの u, v, w, π の値を ∆τ 毎に求める

• θ, qv, qc, qr, E は t−∆t の値を用いる

(a) 水平方向の速度 uτ−(n−1)∆τ , wτ−(n−1)∆τ を求める

(b) 鉛直方向の運動方程式と圧力方程式よりπτ−(n−1)∆τ を消去してwτ−(n−1)∆τ

を求める

(c) πτ−(n−1)∆τ を求める

(d) 4aから 4cの手順と同様にして, τ − (n− 2)∆τ, τ − (n− 3)∆τ, · · · , τ の
u, v, w.π を求める

5. 4 の手順と同様にして, τ(= t) から τ + n∆τ(= t + ∆t) までの u, v, w, π の
値を ∆τ 毎に求める

• θ, qv, qc, qr, E は t の値を用いる

6. θt−∆t, qt−∆t
v , qt−∆t

c , qt−∆t
r , Et−∆tとθt, qt

v, q
t
c, q

t
r, E

tからθt+∆t, qt+∆t
v , qt+∆t

c , qt+∆t
r , Et+∆t

を求める

(a) 熱力学方程式より θ

(b) 混合比の式より qv, qc, qr (乾燥空気の場合 qv = qc = qr = 0 )

i. qt+∆t
v > qt+∆t

vs ならば湿潤調節法を用いる

(c) サブグリッドスケールの運動エネルギーの時間発展方程式より E

7. 得られた u, v, w, π, θ, qv, qc, qr, E を用いて, 3から 6行ったと同様の手順でさ
らに次の値を求める
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A 付録

A.1 湿潤飽和調節法

飽和した状態の下での凝結-蒸発過程を数値的に評価するために, Soong and Ogura

(1973) が提唱した湿潤飽和調節法を用いて熱力学方程式と混合比の方程式を解く.

湿潤飽和調節法とは過飽和しないように温位と混合比を計算する方法である.

どういう条件で湿潤飽和調節法を用いるのかが不明. 調節法を用いるのは「雲が
できたかどうか」で分けている. 「雲ができた」と判別するには以下の 2 つの条
件が考えられる:

• 水蒸気の混合比が飽和混合比より大きいかどうか (CReSS 方式):

– 数値上過飽和になっている:

q∗v − q∗vs > 0 (115)

qt+∆t
c > 0 の場合繰り返し計算.

qt+∆t
c < 0 の場合不明.

– 数値上過飽和になっていない:

q∗v − q∗vs < 0 (116)

場合, qt+∆t
c = 0 として計算.

• 全凝結量の正負 (斉藤 (1999) 方式):

q∗c + q∗v − q∗vs > 0 (117)

かつ qt+∆t
c > 0 の場合繰り返し計算.

かつ qt+∆t
c < 0 の場合 qt+∆t

c = 0 として計算.

q∗c + q∗v − q∗vs < 0 の場合不明.

条件が微妙に違う気がする. 分けた後の計算方法はどちらも同じようである.

温位, 水蒸気と雲水の混合比の方程式は

dφ

dt
= Mφ + Dφ (118)
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と書ける. ただし φ = θ, qv, qc であり, Dφ は拡散項, 微物理過程の生成・消滅項は

Mθ = −γ

{
dqvs

dt
+ Er

}
, (119)

Mqv =
dqvs

dt
+ Er, (120)

Mqc = −dqvs

dt
− Ar − Cr, (121)

qvs =
3.8

p̄
exp

(
17.27

Π̄θ − 273

Π̄θ − 36

)
(122)

である. qvs は飽和混合比, Er は蒸発による雨水から水蒸気への変換, Ar, Cr は雲
水から雨水への変換を表す.

(温位の式) + γ × (水蒸気の混合比の式) より

dθ

dt
+ γ

dqv

dt
= Dθ + Dqv , (123)

水蒸気の混合比の式 + 雲水の混合比の式より

dqv

dt
+

dqc

dt
= Dqv + Dqc + Er − Ar − Cr (124)

である.

予報方程式 (118)から計算された t + ∆t での各値を仮に θ∗, q∗v , q
∗
c と表す. ここで

は過飽和しないという条件で考えているので, q∗v > q∗vs ならば湿潤飽和調節を行っ
て t + ∆t での各値を求める. q∗v ≤ q∗vs ならば予報方程式から得られた値を用いる.

以下で湿潤飽和調節法を解説する.

式 (123) から

θt+∆t − θt−∆t

2∆t
+ γ

qt+∆t
v − qt−∆t

v

2∆t
= Dt−∆t

θ + Dt−∆t
qv

, (125)

θ∗ − θt−∆t

2∆t
+ γ

q∗v − qt−∆t
v

2∆t
= Dt−∆t

θ + Dt−∆t
qv

. (126)

辺々引くと

θt+∆t + γqt+∆t
v = θ∗ + γq∗v (127)

が成り立つ.

過飽和しないので, 飽和に達した後の t + ∆t における水蒸気の混合比と飽和混合
比は等しくなければならない:

qt+∆t
v = qt+∆t

vs

risan.tex 2004年 01月 05日 (高橋, 杉山, 小高, 中島, 林)



3 次元積雲モデル A 付録 34

= b exp


a

(
Π̄θt+∆t − 273

)

Π̄θt+∆t − 36




≈ q∗vs





1 +
273aΠ̄

(
Π̄θ∗ − 36

)2

(
θt+∆t − θ∗

)




. (128)

ただし a = 7.5 ln 10, b = 3.8/p̄ である. したがって, 式 (127)は

θt+∆t = θ∗ + γ
(
q∗v − qt+∆t

vs

)

= θ∗ + γr1 (q∗v − q∗vs) (129)

となる. ただし

r1 =


1 + γq∗vs

273aΠ̄
(
Π̄θ∗ − 36

)2



−1

. (130)

式 (127) と (129)から

qt+∆t
v = q∗v +

1

γ

(
θ∗ − θt+∆t

)
(131)

また, (127)を求めたのと同様に, (124)より

qt+∆t
v + qt+∆t

c = q∗v + q∗c (132)

が得られる.

式 (129), (131), (132)より暫定的に θ, qv, qc の値を求める. 求めた値について
qt+∆t
c > 0 ならば6, 式 (129), (131), (132)を繰り返し用いて値が収束するまで計算
する7.

qt+∆t
c ≤ 0 ならば8,

qt+∆t
c = 0, (133)

qt+∆t
v = q∗v + q∗c , (134)

θt+∆t = θ∗ − γq∗c (135)

を用いる. ここで,式 (134)は式 (132)より,式 (135)は (131)と (134)より得られる.

6雲水ができる場合.
7凝結して周りの温度が上がるため, 蒸発が起こるのを繰り返す. この状態が落ち着くまで計算

する.
8雲水ができない場合.
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A.2 Asselin の時間フィルタ

長い時間間隔における Leap-frog 法による積分を計算する場合, 微小な物理モード
の擾乱で計算モードが強く減衰する (Asselin, 1972). この計算モードを抑えるため
Asselin の時間フィルターを用いる. ∂φ/∂t = F という方程式を解く場合,

φ∗t+∆t = φt−∆t + 2∆tF ∗t, (136)

φt = φ∗t + µa

(
φ∗t+∆t − 2φ∗t + φt−∆t

)
(137)

ただし, アスタリスク (*) 付変数はフィルタをかけられていない量であり, φ =

θ, qv, qc, qr である. また µa は 0.1 とした. このフィルターは各時間ステップ毎に
かけられる
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